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Capitulo 1

Espacio de soluciones de un sistema
de ecuaciones algebraicas. Espectro
primo de un anillo

1.1. Introduccién

Simplificando y hablando de un modo algo pedante podriamos decir que el Algebra es la ciencia
que estudia los polinomios y sus raices. En términos matematicos algo méas amplios, el Algebra estudia
los sistemas de ecuaciones algebraicas

y sus soluciones.

Quisiera hacer aqui un comentario marginal: En nuestra definicion de Algebra aparecen concep-
tos como “espacio de soluciones” (de un sistema de ecuaciones algebraicas) “funciones algebraicas”
(los polinomios), conceptos que estédn estrechamente relacionados con otros como espacio topolégico,
variedad diferenciable, funciones continuas, funciones diferenciables, etc., que aparecen en Topologia,
Anilisis, Geometria Diferencial, etc.

Profundicemos en lo que entendemos generalmente por sistemas de ecuaciones algebraicas. Ten-
demos a identificar los sistemas de ecuaciones con el conjunto de sus soluciones. Asi, por ejemplo, si
al sistema de ecuaciones anterior le afiadimos la ecuacién p;(z1,...,2,) = 0 decimos que tenemos
el mismo sistema, o si le afiadimos una ecuacién que sea combinacién lineal (con coeficientes poli-
nomios) de p1(1,...,Zpn), ..., 0r(X1,...,2,) decimos que tenemos el mismo sistema de ecuaciones
algebraicas, porque las soluciones de ambos sistemas son las mismas. En conclusién, cuando consider-
amos el sistema de ecuaciones (*) estamos considerando el ideal (p1,...,p,) C k[z1,...,z,]. Digamos
por definicién, que dar un sistema de ecuaciones algebraicas es dar un ideal del anillo de polinomios.

. Las soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas determinan el sistema, es decir, el ideal?
Las soluciones reales del sistema

4y +1=0
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son el vacio, del cual, obviamente, no podriamos deducir que estdbamos planteando la ecuacién 2 +
y?>+1 = 0. Ahora bien, si consideramos el conjunto de todas las soluciones complejas de este sistema,
se cumple que el ideal de todos los polinomios de C|z, y] que se anulan en este conjunto coincide con
el ideal (22 + y? + 1). El teorema de los ceros de Hilbert dice que las soluciones de un sistema “casi”
determinan el sistema. Expliquemos el porqué del “casi” de la sentencia anterior. Veamos con que
pequefio problema nos encontramos. Los dos sistemas de ecuaciones distintos z = 0y 22 = 0 ((2?) %

(z)) tienen las mismas soluciones. En general, dado un ideal I C Clz1,...,z,] vy f € Clx1,...,z,] tal
que f™ € I, las soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas definida por I son las mismas que
el definido por (I, f). El teorema de los ceros de Hilbert dice que (el ideal de) las funciones que se
anulan sobre el conjunto de las soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas I C Clxy,...,z,],
coincide con r(I) = {f € C[z1,...,x,] tales que f™ € I, para algin m > 0}.

En el estudio de los sistemas de ecuaciones algebraicas hemos ampliado nuestro cuerpo de partida
R a uno algebraicamente cerrado, C. Si ampliamos ain més nuestro “marco” es decir, consideramos
en vez de C cualquier anillo, se cumple que “las soluciones (sobre cualquier anillo) de un sistema de
ecuaciones algebraicas I determinan el ideal I”. Asi por ejemplo, z = 0 no tiene las mismas soluciones
que 22 = 0: sea A = C[2]/2?, entonces Z es una solucién de 22 = 0 y no es una solucién de z = 0.

Sea I C C[zy,...,z,] un sistema de ecuaciones algebraicas. Consideremos (para cada anillo) el
conjunto de soluciones de este sistema de ecuaciones algebraicas. Consideremos una funcién de este
conjunto, es decir, una aplicacién (para cada anillo A)

{Conjunto de soluciones sobre A del sistema I} 24,

Probaremos que existe un dnico p(z1,...,2,) € Clz1,...,2,]/I de modo que ¢a((a1,...,a,)) =
p(ai,...,a,). Es decir, “el anillo de todas las funciones del conjunto de soluciones del sistema de
ecuaciones algebraicas definido por I es Clzy,...,x,]/I".

Dados dos sistemas de ecuaciones algebraicas I C k[x1,...,2,], J C k[y1,...,ym] y una aplicacién

(para cada anillo A)

{soluciones con valores en A del sistema I} 24, {soluciones con valores en A del sistema J}

probaremos que existe un unico morfismo de k-dlgebras f: k[y1,...,ym|/J — k[z1,...,2m]/T (de
ecuaciones §; = 7i(x1,...,x,), es decir, f(g;) = ri(z1,...,2,)) de modo que
Y1 = 7“1(33‘1, . ,xn)
pa= -
Ym = 7mm(xla oo 73777,)

La teorfa (Geometria) que estudia los conjuntos de soluciones (sobre todo anillo) de un sistema de
ecuaciones algebraicas y sus aplicaciones coincide con la teoria (Algebra) que estudia las k-algebras y
sus morfismos de k-algebras.

Consideremos un sistema de ecuaciones k-algebraicas,

pl(.’L‘l, . ,xn) = O
pr(T1, ..., 2n) =0
Consideremos, para cada anillo A, el conjunto de todas las soluciones con valores en A del sistema
de ecuaciones,

AL {el conjunto de todas las soluciones con valores en A del sistema de ecuaciones ()}
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Sin atn saberlo, estamos hablando de la categorfa (“conjunto”) de los anillos y de los funtores F
(“aplicaciones”) de la categoria anillos en la categoria de conjuntos. Mds adelante definiremos estos
conceptos. Veremos que F' es un funtor representable y calcularemos los morfismos entre funtores
representables, obteniendo los resultados anteriores.

En la literatura matemdtica es més frecuente hablar del espectro primo del anillo k[z1, ..., x,]/T
que considerar el funtor que asocia a cada anillo A las soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas
definido por I. El espectro primo de un anillo es el conjunto de los ideales primos del anillo.

Si k — K es una extensién de cuerpos, (ai,...,a,) es una solucién sobre K del sistema I y
7: K ~ K es un isomorfismo de cuerpos sobre k, es ficil probar que (7(a1),...,7(a,)) es también
una solucién de I. A cada solucién (aq,...,a,), sobre K, del sistema I le podemos asignar el ideal
primo p = {p(z1,...,x,) € k[z1,...,2,]/1 tales que p(ai,...,a,) = 0} y es facil comprobar que a
(a1,...,an) y (t(a1),...,7(ay,)) les asignamos el mismo ideal primo. Se puede probar que si K es
un cuerpo algebraicamente cerrado “suficientemente grande” (por ejemplo si k = Q podemos tomar
K = C), el conjunto de soluciones sobre K del sistema I, médulo automorfismos de K, es igual al
espectro primo de k[z1,...,2,]/1.

1.2. Categorias

Dar una categoria C es dar
1. Una familia arbitraria, cuyos elementos llamaremos objetos de C.

2. Unos conjuntos Home (M, N), para cada par de objetos M, N de C, cuyos elementos f llamare-
mos morfismos de M en N y denotaremos por el simbolo f: M — N.

3. Una aplicacién
HomC(va) X HOmc(M,N) _>H0mC(M7P)7 (f)g) — fog

para cada terna M, N, P de objetos de C. Satisfaciéndose

a) (fog)oh=fo(goh).
b) Para cada objeto M de C, existe un morfismo Idy;: M — M de modo que foldy = f e
Idps og = g para todo morfismo f: M — Ny g: N — M.

Un morfismo f: M — N se dice que es un isomorfismo si existe g: N — M de modo que fog = Idy
vy go f=1dy.

La categoria Cconj de conjuntos, es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y los morfismos
entre los objetos son las aplicaciones de conjuntos.

La categoria de espacios topoldgicos es la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos y
los morfismos entre los objetos son los homeomorfismos.

La categoria de las variedades diferenciales es la categoria cuyos objetos son las variedades difer-
enciales y los morfismos los morfismos de variedades diferenciales.

La categoria de grupos es la categoria cuyos objetos son los grupos y los morfismos los morfismos
de grupos.

La categoria de los k-espacios vectoriales es la categoria cuyos objetos son los k-espacios vectoriales
y los morfismos las aplicaciones k-lineales.

La categoria Cproq de A-médulos, es la categoria cuyos objetos son los A-médulos y los morfismos
entre los objetos son los morfismos de médulos.
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La categoria de los anillos es la categoria cuyos objetos son los anillos y los morfismos son los
morfismos de anillos.
Categoria de las k-algebras: Sea k un cuerpo y consideremos un morfismo de anillos k — A.

Se dice que A con este morfismo de anillos es una k-algebra. Seguiremos la siguiente notacién en el

morfismo k£ — A, A Mok .

El anillo de polinomios k[z] es una k-dlgebra: k — klz], A — A.

Dados dos k-algebras A y B un morfismo de k-dlgebras de A en B, es un morfismo de anillos
f+ A— B, de modo que f(\) = A, para todo A € k.

La categoria de k-algebras es la categoria cuyos objetos son las k-algebras y los morfismos los
morfismos de k-algebras.

1.3. Funtores representables

1. Definicién : Sean C y C’ dos categorias. Dar un funtor covariante F': C~C’ es asignar a cada objeto
M de C un objeto F(M) de C’, y cada morfismo f: M — N de C un morfismo F(f): F(M) — F(N)
de C’, de modo que se verifique que F(fog) = F(f)o F(g) y F(Idx) = Idparn.-

Anélogamente se definen los funtores contravariantes F': C ~ C’, que asignan a cada objeto M de
C un objeto F(M) de C’, y a cada morfismo f: M — N de C un morfismo F(f): F(N) — F(M) de
C’, de modo que verifica F'(f og) = F(g) o F(f) y F(Idpm) = Idp(ar)-

2. Ejemplo: Sea Cggp.vect. la categoria de k-espacios vectoriales. Podemos definir el siguiente funtor
contravariante

CE'sp.vect. ~ CEsp.vect
E -~ E*

[~ 1
Sea C una categorfa y N un objeto de C. Un morfismo f: M — M’ induce la aplicacién f.: Home(N, M) —

Home (N, M'), g — fi(g) := fog. Sea Hom¢ (N, —): C~+Ccon; €l funtor covariante de C en la categoria
de los conjuntos definido por:

Home (N, —): C ~ Cconj
M ~Home (N, M)
[~ fs
(fog)~ (fog)«= frog«

Un morfismo f: M — M’ induce la aplicacién Home (M, N) f—> Home (M, N), g — f*(g) :==gof.
Sea Home(—, N): C ~» Coon; €l funtor contravariante definido por:

Home(—, N): C ~» Cconj
M ~» Home¢ (M, N)
[~
(fog)~(fog) =g of”

3. Ejemplo: Consideremos un sistema de ecuaciones k-algebraicas
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pl(arl,...,xn) =0

pr(Z1, ., 2n) =0
Sea Ci—_aq1g 1a categoria de k-dlgebras y Coonj la categoria de conjuntos. Definamos el funtor “espacio
de soluciones del sistema de ecuaciones algebraica p; = ... =p, =0":

Esp(pl =...=Dr= O) Ck—alg ~ CConj
Conjunto de soluciones con valores
A — en el anillo A del sistema
pr=...=p, =0
Al morfismo de k-dlgebras f: A — B, Esp(py = ... =p, = 0) le asigna la aplicacién

Conjunto de soluciones con valores Conjunto de soluciones con valores
en el anillo A del sistema — en el anillo B del sistema
p=...=p =0 p=...=pr=0

(a1,...,a,) —  (f(a1),..., f(an))

Se cumple que Esp(p1 = ... = p, = 0) = Homy_qig(k[z1, ..., 20]/(P1,. -, Pr), —):
Recordemos que dado un anillo A y un ideal I C A se define el cociente de A por el ideal I, que
denotamos por A/, como sigue

A/I ={a, con a € A, de modo que @ =a’ si ysélosia—a €I}

A/I tiene estructura de anillo: a+a' :=a +d, a-@’ = a-a’. El epimorfismo 7: A — A/I, 7(a) = a es
un morfismo de anillos y se cumple la siguiente propiedad universal: Un morfismo de anillos f: A — B
factoriza via 7 (es decir, existe un morfismo f: A/I — B, tal que f = fom) siy sélosi I C Ker f (es
decir, f(I) = 0). En este caso, f es tinico y estd definido por f(a) = f(a). Es decir,

_ {f S HomAnillos(Aa B) f(I) = 0}

——— hom

< f

Observemos que Homy, _qrg(k[z1, . . ., 20, A) = A", f = (f(x1),..., f(x,)). Por tanto,

Hom aniiios (A/I, B)

)

Homy_q1q(k[z1, ..., z0]/(P1,. .. Dr), A)
= {f € Homy_qq4(k[z1,...,20], A): 0= f(p;) = pi(f(z1),..., f(z,)) para todo i}
={(a1,...,a,) € A": 0=p;(as,...,a,) para todo i}
= Esp(p1 = ... =pr = 0)(4)
4. Definicién: Sean F,F’: C ~ C' dos funtores covariantes (o contravariantes). Dar un morfismo

6: F — F', es dar para cada objeto M de C un morfismo 6,;: F(M) — F'(M), de modo que para
cada morfismo f: M — N el diagrama

rr) 2% Py

\L@M On
F

) ZYL vy
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es conmutativo. Diremos que € es un isomorfismo si los 6, son isomorfismos, para todo objeto M de
C.
5. Definicién : Se dicen que dos categorfas C, C' son equivalentes (resp. antiequivalentes) si existen
dos funtores covariantes (resp. contravariantes) F': C~C’, G: C' ~C de modo que FoG y G o F son
funtores isomorfos al funtor identidad.
6. Definicién: Dada una categoria C definimos la categoria opuesta, C°, como la categoria cuyos
objetos son los de C y
Homeo (X,Y) := Home (Y, X)
Sigamos la convencién de que dado un morfismo f € Home(Y, X) cuando lo pensemos en C° lo
escribiremos f.
Por definicién, entenderemos que f° o g% = (go f)°.

7. Ejemplo: El funtor

C~C°

M— M

fref°
es un funtor contravariante. La categorfas C y C° son antiequivalentes, por tanto todo concepto dado
en C da el correspondiente concepto “dual” en C°.

Hom(F, F’) denotard los morfismos de F en F’. Dado un objeto M, denotemos M~ = Home (M, —).

8. Teorema: Sea F': C ~ Coonj un funtor covariante. Se verifica
1. Hom(M', F) = F(M).
2. Hom(M ', M"") = Hom¢(M', M), f*<—f.
3. M~ M'" siy sélosi M~ M.

Demostracion. 1. Todo morfismo Home (M, —) S F queda determinado por 8p(Idp) = g € F(M):
No es mds que considerar, dado f € Home (M, N), el diagrama

Home (M, M) ™~ F(M) Tdy —2 s g
lf* J{F(f) If* IF(J‘)
Home (M, N) —2> F(N) f2i=F(f)(9)

2. Es consecuencia inmediata de 1.
3. es consecuencia inmediata de 2.

La proposicién dual de la anterior es la siguiente.

9. Teorema: Sea F': C~+>Cconj un funtor contravariante y denotemos M~ = Home(—, M). Se verifica
1. Hom(M' | F) = F(M).
2. Hom(M', M"") = Hom¢ (M, M), fo<—i1f.

3. M ~M" siy sélosi M~ M.
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10. Definicién: Si F' ~ Home(—, M) entonces se dice que F' es un funtor (contravariante) repre-
sentable y que M es el representante de F' (el cual es unico salvo isomorfismos, por 3.).

11. Ejemplo: En Matematicas, cuando queremos expresar cudl es la propiedad universal de un objeto
M (construido de cierto modo), lo que pretendemos es determinar Home (M, —) (6 Home(—, M)).
Pongamos un ejemplo:

“Propiedad universal de la topologia final de una aplicacién” . Sea X un espacio topoldgico, Y un
conjunto e f: X — Y una aplicacién de conjuntos. Existe una topologia en Y de modo que

Hom ot (Y, Z) = {g € Aplic(Y, Z): go f € Hompn (Y, Z)} (%)

para todo espacio topoldgico Z. En efecto, como puede comprobarse, es la topologia de Y, cuyos
abiertos son los subconjuntos U C Y tales que f~1(U) es un abierto de X. Existe una tinica topologfa
en Y cumpliendo (). En efecto, denotemos por Y al conjunto Y dotado con otra topologia cumpliendo
(x). Entonces, Homen: (Y, —) = Homeont(Y',—), g — g y el morfismo identidad ¥ = Y’ es un
homeomorfismo por 3. La topologia asi definida en Y se denomina la topologia final en Y de f.
Y con la topologfa final cumple (x) y se dice que (*) es la propiedad universal de la topologia final
en Y de la aplicacion f.
12. Ejemplo: La recta real es R, la recta compleja es C. Definamos el funtor sobre la categoria de
k-élgebras Recta’, como el funtor Recta (A) := A. Observemos que Recta’ = Homy_q4(k[z], —).

Sea
p1(x1,...,2,) =0

pr(mh s ,.Tn) =0
un sistema de ecuaciones algebraicas. Consideremos el funtor “espacio de soluciones de p; = -+ =
pr =07, Esp(p1 = =DPr= 0)7 definido por

Esp(py = --- = pr = 0)(A) = {Soluciones con valores en A de p; =--- = p, = 0}
Recordemos que Esp(p1 = -+ = p, = 0) = Homg_qiq(k[z1,...,20]/(p1,....pr), —). Se cumple que
Hom(Esp(p1 = -+ = p, =0), Recta’) = Homy_q4(k[z], k[z1, ..., 2:]/(P1, .., Dr))
=klx1,...,x.]/(p1, .-, pr)
“klx1,...,2n]/(P1,-..,Dr) es el anillo de todas las funciones universales del conjunto de soluciones de
un sistema de ecuaciones algebraicas p; = -+ =p, =0”
Explicitamente, dado p(z1,...x,) € k[z1,...,2,]/(pP1,. .., pr) define el morfismo
Esp(py=---=p,=0) — Recta
Esp(pr=---=p, =0)(A) — Recta’(A)=A
(a1, an) +— plag,...,ap)

13. Ejemplo: Sean dos sistemas de ecuaciones algebraicas

pl(xh'"vl.n):() ql(y17"'7ym):0

pr(1,...,20) =0 gs(y1,- -, Ym) =0
Se cumple que

Hom(Esp(p1 = --- =p, =0),Esp(q1 = --- = qs = 0))
= Homp_aig(k[y1,- .., yml/(q1,- -, qs), klz1, ... 2]/ (D1, - Dr))
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Explicitamente, el morfismo de k-algebras f: k[y1,...,ym]/(q1,---,qs) — k[z1,...,2za]/ (D1, .., Dr)

de ecuaciones ; = r(r1,...,,) (es decir,f(7;) = r(x1,...,%,)), define el morfismo
Esp(py=---=pr=0)(A) — Esp(gs=--=qs=0)(4)
(a1y...,an) +— (b1 =r1(a1,...,an),- b =1rm(a, ..., an))

14. Teorema: “Dos sistemas de ecuaciones algebraicas (con las mismas variables) tienen el mismo
congunto de soluciones (para todo anillo) si y sdlo si los ideales generados por los polinomios de las
ecuaciones de cada sistema coinciden” Con mayor precision, sean

p1(T1,...,2,) =0 q(z1,...,2,) =0
pr(T1, .., 2n) =0 qs(x1,...,2,) =0

dos sistemas de ecuaciones algebraicas. Se cumple que

Esp(pr =+ =p, =0)=Esp(q1 = =qs =0) <= (p1,**,pr) = (q1,---,s)
Demostracion. Decir que Esp(py = -+ = p. = 0) = Esp(q1 = --- = ¢s = 0) quiere decir que el
morfismo

Esp(pr=-=p-=0) — Esplq1=-=¢s=0)
Esplpr=---=pr=0)(A) — Esplaa=---=¢s=0)(A)
(a1y...an) — (a1,...,ap)

estd bien definido y es un isomorfismo. Es decir, el morfismo

k[xla-"axn]/(qh"'aQS) — k[xla"'axn]/(plw"vp’r)) ji = i‘iy

estd bien definido y es un isomorfismo. Ahora bien, este morfismo estd bien definido si aplica los ¢;
al cero, es decir (q1,...,9s) € (p1,...,pr). El morfismo inverso para que exista ha de estar definido
por klx1,...,zn]/(P1,. -, 0r) — K[21, ..., 20]/(q1, - ., qs), Ti — T;. De nuevo este morfismo estd bien
definido si y sélo si (p1,...,0r) C (g1,---,Gs)-

En conclusién,

Esp(pr = =p,=0)=Esplqr =+ =¢s=0) < (p1,"~,pr) = (q1,---, )
O
1.4. Espacio de un anillo de funciones
Hemos probado que el anillo de funciones universales de Esp(p; = --- = p, = 0) es la k-algebra
k[ZCl, cee aw’n]/(ph e 7p7“) y que Esp(pl = =DPr = O) = Homkfalg(k[xla o ,S(}n]/(pl, s 7p7"), _)
También denotaremos a Esp(py = -+- = p, = 0) por Espklxi,...,z,]/(p1,...,0r) (y lo leeremos,

espacio de anillo de funciones k[z1,...,z,]/(p1,.-.,pr)). En general:

1. Definicion: Sea A una k-dlgebra. Definiremos
Esp A =Homy_q4(A, —)

y diremos que Esp A es el espacio de anillo de funciones A.
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Todo morfismo de k-dlgebras f: A — B, define el morfismo f*: EspB — Esp A, f*(g) =go f.
2. Proposicién: Hom(FEsp A, Recta’) = A.

Demostracion. Hom(Esp A, Recta’) = Homy_q4(k[z], A) = A. Explicitamente, a € A, define el mor-
fismo

EspA — Recta
Homy_q4(A,B) = EspA(B) — B = Recta'(B)
[ fla)

O

3. Notacién : Diremos que z € Esp A(B) = Homy_q14(A, B) es un punto de Esp A (con valores en
B). Dado a € Ay x € Esp A(B), denotaremos a(x) = z(a).

4. Proposicién: Una funcion a € A es nula si y solo si a(x) =0 para todo punto de Esp A.

Sea I C A un ideal. Recordemos la propiedad universal del cociente:

Hom aniiios(A/1, B) = {f € Homanii0s(4, B), tales que f(I) =0}

5. Proposicion: “Esp A/I se identifica con los puntos de Esp A donde se anulan todas las funciones
del ideal 17

Demostracion. El epimorfismo natural A — A/I define la inyeccién Esp A/I — Esp A. Tenemos que
probar que
EspA/I(B) = {xz € Esp A(B), tales que i(x) =0, para todo i € I}

que es la propiedad universal del cociente por un ideal recién enunciada.
O

Sea S un sistema multiplicativo de A (es decir, 1 € Sy si s, s’ € S entonces s-s' € S). Consideremos
la localizacién de A por S, Ag, es decir,

/

a a a . . )
—,a€AyseS: — = — siexisten s1,s2 € S tales que las fracciones
Ao S s s
S = l
5104 S2G0° . .
—, — tienen el mismo numerador y denominador
818 828

Ejemplos de localizacién son los cuerpos Q = Zz_ 0} v Q(z) = Q[z]g[2]—{0}-
Con la suma y producto ordinarios de fracciones Ag es un anillo. Al morfismo natural de anillos
A — Ag, a— % se le denomina morfismo de localizaciéon por S. El cual verifica la propiedad universal:

Homaninos(As, B) = {f € Homaninos(4, B): f(s) es invertible en B, para todo s € S}

En efecto: Dado un morfismo de anillos f: A — B, tal que f(s) es invertible para todo s € S,
el morfismo f': As — B, f'(a/s) := f(a)f(s)~! estd bien definido, pues si a/s = a’/s’ entonces

’ " "
= % entonces % = %

‘ e

’ ’ ’
2 — 2 entonces % o
S S S

1Observemos que & = S, quesi § =%, yquesi § =

s

Y
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existen ¢,t' € S de modo que at/st y a’t'/s't’ tienen los mismos numeradores denominadores, luego

F@)f(s)™h = fla) f @) f ()7 f ()~ = fla)f(E) () HF ()1 = f(a) f(s') 7" Ademds, el diagrama

A—— Ag

N

es conmutativo. Si g: As — B es otro diagrama que hace conmutativo el diagrama, tendremos que

9(a/1) = f(a), ademds g(1/s) = g(s/1)"1 = f(s)~, luego g(a/s) = f(a)f(s)"1 = f(a/s). Con todo

ahora ya es facil concluir.

6. Proposicién : “Los puntos de Esp Ag se identifican con los puntos de Esp A donde todas las
s € S son invertibles”.

Demostracion. Dado el morfismo natural A — Ag, tenemos el morfismo natural EFsp As — Esp A.
Tenemos que probar que via este morfismo

EspAg(B) = {x € Esp A(B): s(x) es invertible, para todo s € S}
que es justamente la propiedad universal de Ag recién enunciada. O

Dados dos A-médulos M, N recordemos la definicién de producto tensorial de los dos mdédulos:

M®a N :=

Sumas formales finitas ), a; - (m; ® n;) . gsgl(:{nmj_) S) ;l:aa(r.rfgln%@ ;ng@ "
cona; € A,m; € M,n; € A ! 2 ! 2
cona € A,m; € M,n; € N

Se denota m ® n =m ® n.
M ®4 N cumple la siguiente propiedad universal:
Homa(M ®4 N,P) = Bily(M x N;P)
f=f f(m,n)) == f(m @ n)
Si Ay B son dos k-dlgebras entonces al k-mddulo A ®; B se le puede dotar de estructura de

k-dlgebra: (a®0b)- (' ®V') :=ad’ @bV, k - A® B, \ — A® 1. A®; B cumple la siguiente propiedad
universal

Homk,alg (A Rk B, C) = Homk,alg (A7 C) X Homk,alg (B7 C)
fo= (i, f2) fi(a) = fla®1), f2(b) == f(1@D)

para toda k-algebra C.
Dados dos funtores Fy, Fo: C~>Cconj se define Fy x Fy: C~+Cconj como el functor (Fy x Fy)(A) =
Fl(A) X FQ(A)

7. Proposicién: Se cumple que Esp A x Esp B = Esp (A ®¢ B).
Demostracion. Tenemos que probar, para toda k-algebra C, que
(EspAx EspB)(C) = Esp(A®y, B)(C)

lo cual es la propiedad universal del producto tensorial de k-algebras O
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Observemos que Esp(pi(z) = -+ = p.(z) = 0) x Esp(q(y) = ... =q(y) =0) = Esp(pi(z) =
- =pp(r) =qy) == qs(y) = 0). Por lo tanto,

klz, yl/ (pi(x), 45 (y)) = Klzl/ (pi(x)) @k kly]/(g;(y))

Dados dos morfismo de funtores f: F; — F, g: F5 — F se define el producto fibrado F; X g F,
como sigue

(F1 xp I5)(A) == Fi1(A) xpa) F2(A) = {(z1,22) € F1(A) x F>(A) tales que fa(r1) = ga(x2)}

8. Proposicién: Sean C — A y C — B dos morfismos de k-dlgebras. Tenemos pues los morfismos
EspA — EspC y EspB — EspC. Se cumple que

EspA Xgepc EspB = Esp(A®c B)
Demostracion. Tenemos que probar que

Esp A(D) X gspc(py EspB(D) = Esp(A®c B)(D)

para toda k-algebra D. En efecto, tenemos la igualdad

Homkrfalg(A Qc B; D) — Homkfalg (A7 D) ><Homk._alg(C,D) Homkfalg (37 D)
= (f1,f2) fi(a):=fla®1), f2(b) := f(1®D)
<~

f
F (f1, f2) Fla®Db):= fi(a)- f2(b)

1.5. Espectro primo de un anillo

Sea A una k-dlgebra. Estudiemos “los puntos racionales” de Esp A(k) = Homg_q14(A4, k). Todo
morfismo de k-dlgebras de A — k es epiyectivo (A — A, A € k). Por tanto, f es la composicién
del morfismo de paso al cociente A — A/ Ker f con un isomorfismo de k-algebras A/ Ker f ~ k. En
particular, el morfismo natural k¥ <— A/Ker f (composicién de los morfismos k — A — A/Ker f)
es un isomorfismo y podemos escribir k = A/Kerf. Ademéds la composicién, k = A/Kerf ~ k es el
morfismo identidad. En conclusién, tenemos la igualdad

Homy_q14(A, k) ——= {Ideales m C A, tales que k = A/m}
f —— Kerf
A—A/m <— m

Los ideales m de la k-algebra A tales que k = A/m se denominan ideales maximales racionales.
1. Ejemplo:
= Homy_q14(kl21,. .., 20 oo Dr) K
pl(l‘l,---7$x)="'=pr(l‘1,--- k lg([l 1/(p1 Pr), k)

{ m C k[z1,...,2,)/(p1,...,pr) tales que }
k= (k[xh cee 7xn]/(p1>~ .- 7pr))/m

Soluciones sobre k£ del sistema 1
7xn) =0

[[v

1. (a1,...,an) — f, donde f(Z;) := a.



16 Capitulo 1. Espectro primo de un anillo

2. f — Ker f. Explicitamente, Ker f = (T — a1,...,Tn — @), (donde f(Z;) = «;): Obviamente,
m= (T —ai,...,x, —ay) C Ker f. Por tanto, el morfismo

(k[z1,...,za)/(P1,y - 0r))/m — k

es epiyectivo Es obvio que el morfismo k — (k[z1,...,2,]/(p1,...,0r))/m, A — X es epiyectivo.
Luego,(k[xl, s 7xn]/(p1’ s 7p7’))/m = k.
Sea A un anillo.

2. Definicién : Diremos que un ideal m % A es maximal si los unicos ideales que contienen a m son
my A

3. Proposicién: En todo anillo A # 0 existen ideales mazximales.

Demostracion. Esta es una aplicacién tipica del lema de Zorn (que puede evitarse en anillos noethe-
rianos). Sea X el conjunto de los ideales de A, distintos de A. En X podemos definir una relacién
de orden: decimos que un ideal I es menor o igual que otro I’ cuando I C I’. Observemos que toda
cadena de ideales, distintos de A tiene una cota superior: la unién de los ideales de la cadena (que es

distinto de A, pues el 1 no estd en ninguno de ellos, ni por tanto en la unién). El lema de Zorn nos
dice que existen elementos de X maximales, es decir, existen ideales maximales. O

4. Corolario: Todo ideal I ; A estd incluido en un ideal mazimal.

Demostracion. Sea m: A — A/I el morfismo de paso al cociente. En la correspondencia biunivoca

{ Ideales de A

que contienen a [

} = {Ideales de A/I}

J w(J)

() [ —

los ideales maximales de A que contienen a I se corresponden con los ideales maximales de A/I, que
no es vacio por la proposicién anterior. O

Un elemento a € A es invertible si y s6lo si (a) = A (suponemos A # 0). Por tanto, a € A es
invertible si y sélo si no esta incluido en ningtun ideal maximal. En particular, un anillo es un cuerpo
si y sélo si los tinicos ideales del anillo son el (0) y todo el anillo.

5. Proposicién: Un ideal m C A es mazimal si y sélo si A/m es un cuerpo.
=

Demostracion. A/m es cuerpo si y sélo si el tnico ideal maximal es el (0). Que equivale a decir que
el tnico ideal que contiene a m es m (y A), es decir, que m es maximal. O

6. Definiciéon: Un ideal p g A, diremos que es un ideal primo de A, si cumple que si ab € p entonces

aepobenp.
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Un elemento a € A, diremos que es un divisor de cero, si existe b € A, no nulo tal que ab = 0.
Diremos que un anillo es integro si el dnico divisor de cero es el cero. Por ejemplo, los cuerpos son
anillos integros.

7. Proposicion: Un ideal p ; A es un ideal primo si y sdlo si A/p es un anillo integro.

Demostracién. Supongamos que p C A es un ideal primo. Si @-a’ = 0 en A/p entonces a-a’ = 0,
luego a - a’ € p. Por tanto, 0 a € p o a’ € p, luego 0 @ =0 o @’ = 0. En conclusién A/p es integro.
Reciprocamente, supongamos que A/p es integro. Si a - a’ € p, entonces a-a’ = 0 en A/p. Por
tanto, @-a’ = 0, luego o @ = 0 0 @ = 0. Es decir, o a € p 0 @’ € p. En conclusién, p es un ideal
primo. O

En particular, los ideales maximales son ideales primos, por la proposicién.
Se dice que un ideal primo es minimal si no contiene estrictamente ningin ideal primo.

8. Ejercicio: En todo anillo A # 0 existen ideales primos minimales.
9. Definicién: Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto Spec A de sus ideales primos.

Notacién: Un ideal primo lo denotaremos por x cuando lo consideremos como elemento de Spec A4,
y por p, cuando lo consideremos como ideal de A.

Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a los elementos de Spec A. Diremos
que una funcién a € A se anula en un punto x € Spec A cuando a € p,, es decir, cuando 0 = a € A/p,
(suele denotarse a(z) = a € A/p,). Como p, es un ideal primo se verifica:

1. La funcién 0 se anula en todos los puntos de Spec A.
2. Si dos funciones se anulan en un punto z, su suma también.
3. Si una funcién se anula en un punto z, sus multiplos también.

4. Si un producto de funciones se anula en un punto z, algiin factor se anula en z.

10. Definicién: Sea A un anillo. Si f € A, llamaremos ceros de la funcién f al subconjunto
(f)o C Spec A formado por todos los puntos donde se anule f. Llamaremos ceros de un ideal I C A
al subconjunto de Spec A formado por los puntos donde se anulen todas las funciones de I y lo
denotaremos (I)o, es decir,

(Do = 0 (flo =

ferl

Ideales primos p, C A
tales que I C p,

11. Ejercicio: Probar que una funcién f € A es invertible si y s6lo si no se anula en ningtin punto
de Spec A. Probar que p(z,y) se anula en el ideal primo mq g = (x — o,y — ) C k[z,y] si y sélo si

p(a, B) = 0.
12. Proposicién: Se verifican las siguientes igualdades:

1. (0)g = Spec A y (A)o = 0.

2. (%Ij)o = jQJ(IJ‘)O-
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Demostracion. Todas las igualdades son de demostracién inmediata, salvo quizas la 3. Para ésta,
basta probar que (I; N I2)g = (I1)o U (I2)o. Vedmoslo:
Obviamente, (I1 N12)o 2 (I1)o U (I2)o. Veamos la otra inclusién: Sea x € (I1 N 12)o. Siz ¢ (I1)o y
x ¢ (I2)o, entonces existe f1 € Iy y fa € I3 que no se anulan en z, luego f7 - fo no se anula en z. Pero
como fi - fo € I1 N I llegamos a contradiccién con que x € (I3 N I)g. Por tanto, = € (I1)o U (I2)o y
(I1 N I3)o € (I1)o U (I2)o-
O

13. Ejercicio: Demostrar que (I - I2)o = (I1)o U (I2)o, donde denotamos por I - Is = {> a;b; | a; €
11, b, S 12}.

14. Definicién : Llamamos topologia de Zariski de Spec A, a la topologia sobre Spec A cuyos cerrados
son los ceros de los ideales de A.

La proposiciéon anterior nos dice que la topologia de Zariski es efectivamente una topologia.
15. Ejercicio: Determinar los puntos y la topologia de SpecZ.

Dado un punto x € Spec A y un cerrado C = (I)g, si « ¢ C existe f € I C A que no se anula en
x, “las funciones de A separan puntos de cerrados en Spec A”.

Dada una inclusién I; C I de ideales se tiene que (I1)g 2 (I2)o. Dado un cerrado C se verifica
que C = (I)g, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C: Obviamente C' C (I)o.
Por otra parte C' = (J)o para algun ideal J C A. Tenemos que las funciones de J se anulan en C,
luego J C I. Por tanto, C' = (J)p 2 (I)g. Hemos concluido.

Si bien, C = (I)g, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C, pueden existir
ideales J ; I tales que C' = (I)g = (J)o. Por ejemplo, (4)g = (2)p C SpecZ.

Dado un subconjunto Y de Spec A, denotamos por Y el cierre de Y en Spec A.

16. Proposicién: Dado z € Spec A se verifica que T = (p,)o. En particular, Spec A es un espacio
topolégico Ty (puntos distintos tienen cierres distintos) y un punto x es cerrado si y sélo sip, es un
tdeal mazimal.

Demostracion. El cierre de z, T serd de la forma & = (I)g, para cierto ideal I C A. Obviamente, como
x € T, tenemos que I C p,. Por tanto, (p,)o C (I)g. Ahora bien, (I)q es el menor cerrado que contiene
azy € (ps)o, luego (pz)o = (I)o = 7.

O

17. Definicién : Diremos que un espacio topoldgico es irreducible cuando no pueda descomponerse
como unién de dos cerrados estrictamente menores. Llamaremos componentes irreducibles de un
espacio topolégico a los subespacios irreducibles maximales de X, es decir, los subespacios irreducibles
no contenidos estrictamente en otro subespacio irreducible.

El cierre de un subespacio irreducible es irreducible, en particular las componentes irreducibles de
un espacio son cerradas.

18. Proposicion: Cada cerrado irreducible del espectro de un anillo es el cierre de un inico punto,
llamado punto genérico de tal cerrado. En particular, las componentes irreducibles de Spec A son los
cierres de los puntos definidos por los ideales primos minimales de A.

Demostracion. Sea C' un cerrado irreducible. Sabemos que C' = (I)g, donde I es el ideal de todas las
funciones que se anulan en C.



1.5. Espectro primo de un anillo 19

Basta ver que I es primo, porque si I = p, entonces (I)g =Z. Si f-g € I, es decir, f - g se anula
en C, entonces

C=Cn(fg)o=Cn((foU(g))) = (CN(fo)U(CNI(g)o)

luego, o bien f se anula en C', o bien g, porque C es irreducible. Es decir, o bien f € I, o bien g € I.
C = Z es una componente irreducible si y sélo si no estd incluido estrictamente en otro cerrado
irreducible C’ = 7/, es decir, si y s6lo si p,s € p,, es decir, si y sélo si p, es un ideal primo minimal.
O

19. Ejercicio: Calcular las componentes irreducibles de Spec k[z, y]/(zy).

20. Ejemplo: Los ideales primos de k[z] son los ideales (p(x)), con p(z) primo o irreducible y el
ideal (0). Si k = C, los ideales primos de C[z] son m, = (z — a), @ € C y (0). Asi que los ideales
primos maximales de C[z] se corresponden con los puntos de una recta afin. De aqui que se siga la
notacién Spec Clz] = A1(C). En resumen

{ Puntos cerrados: « = (z — ), con « € C.
Spec Clz] = .
Punto “genérico”: g = (0).

En general, si k es un cuerpo, diremos que Spec k[z] es la recta afin sobre k.

Dado un ideal (p(z)) los ceros de (p(x)) se corresponden con las raices de p(z), salvo cuando
p(x) = 0, en este caso los ceros es todo el espectro. Por tanto, los cerrados de la topologia de Zariski
de SpecC|z], a parte del vacio y el total, son los conjuntos finitos de puntos cerrados (de la recta
afin).

21. Ejemplo: Sea X = [0,1] C Ry C(X) el anillo de funciones reales continuas definidas sobre
X. Dado un punto p € X, el ideal m, de funciones que se anulan en p es un ideal maximal, porque
C(X)/m, ~R, f+— f(p).

Veamos el reciproco: dado un ideal maximal m C C'(X), si m # m, para todo p € X, entonces
para cada p € X existe una funcién f, € m que no se anula en p, luego tampoco en un entorno U, de
p. Como X es compacto, un nimero finito Uy, , ..., Uy, recubren X. Por tanto, f = fgl + -+ gn
no se anula en ningin punto de X, luego es invertible y f € m, contradiccion.

Si denotamos por Spec,, A el subespacio de Spec A formado por los ideales primos maximales, es
facil comprobar que la biyeccién

X =—— Spec,, C(X), p—m,

es un homeomorfismo. Dado un ideal I, denotemos (I)j* = (I)p N Spec,, A. Bien, a través de la

igualdad anterior, se cumple que {x € X, tales que f(x) =0, para toda f € I} = (I)§".

22. Teorema: FEl espectro primo de un anillo es un espacio topoldgico compacto.

Demostracion. Sea C; = (I;)o una familia arbitraria de cerrados de Spec A. Si NC; = 0 entonces
J
0= QU)o = O L
J
Por tanto, > I; = A. Luego 1 = f; + --- + f,, para ciertas f1 € I;,,..., f, € I, . Luego, de nuevo

J
L+ 41, =Ay
(Lo NN (L, )o=10
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es decir, Cj, N---NCj, =0y Spec A es compacto.
O

Sea j: A — B un morfismo de anillos. Si J es un ideal de B, entonces j!(J) := {a € A: j(a) € J}
es un ideal de A. Es facil comprobar que si p es un ideal primo de B entonces j~*(p) es un ideal primo
de A. Obtenemos asi una aplicacién natural

j*: Spec B — Spec A, j*(p) =j""(p)
23. Teorema: La aplicacion inducida en los espectros por cualquier morfismo de anillos es continua.
Demostracion. Consideremos los morfismos
A 7 B

Spec A <—— Spec B
J

Sea (I)p C Spec A un cerrado. Entonces
77N ((1o) = {x € Spec B: j*(x) € (I)o} = {x € Spec B: 5 1(p,) D I}
= {z € SpecB: p, 2 j(I)} = ((5(1)))o

y concluimos que j* es continua.

O

24. Ejercicio: Sea X =[0,1] C R y C(X) el anillo de las funciones reales continuas definidas en X.
Probar que la aplicacion

Homeont. (X, X) — Homp_ag(C(X), C(X)), ¢ ¢ frofod

es biyectiva (usar el ejemplo|1.5.21|y que todo morfismo C'(X) — C(X) induce un morfismo entre los
espectros).

25. Teorema: Sea I un ideal de A. Consideremos los morfismos naturales
A—"—>AJI ab—a
Spec A <—— Spec A/I

Se verifica que T es un homeomorfismo de Spec A/I con su imagen, que es el cerrado (I)o.

Demostracidn. Los ideales primos de A/T se corresponden con los ideales primos de A que contienen
a I. Explicitamente,

{ Ideales primos de A

que conticnen a 1 } ——— {Ideales primos de A/I}
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que es justamente el morfismo

Spec A D (1) == Spec A/T

Lo que demuestra la biyeccién buscada. Sabemos que 7* es continua, para ver que la biyeccién es
un homeomorfismo, nos falta probar que 7* es cerrada. Igualmente, los ideales primos de A/I que
contienen a un ideal .J, se corresponden con los ideales primos de A que contienen a w=1(.J). Es decir,
7*((J)o) = (771(J))o. Por tanto, 7* es cerrada.

O

26. Ejercicio: Sea Y un subespacio cerrado de un espacio topolégico X. Probar que el subconjunto,
del anillo de funciones reales continuas C(X) de X, formado por las funciones que se anulan en Y
es un ideal, I. Si X es un espacio topoldgico normal probar que C(X)/I ~ C(Y) (recuérdese que
el teorema de extensién de Tietze afirma que toda funcién continua sobre un cerrado Y admite una
extensién continua a todo X).

27. Corolario: Spec(A x B) = (Spec A) [[(Spec B).

Demostracion. Consideremos en el anillo A x B los ideales I = Ax0, J =0xB. Como [+J = AX B
y I NJ = 0, tomando ceros tenemos (I)g N (J)g = 0y (I)o U (J)o = Spec(4 x B). Es decir,
Spec(4 x B) = (I)o [1(1)o.

Para concluir basta observar que, de acuerdo con el teorema anterior,

(I)o = Spec(A x B)/I = Spec B
(J)o = Spec(A x B)/J = Spec A

O

Explicitamente, los ideales primos de A x B son de la forma p x B o A x g, donde p es un ideal
primo de A y q es un ideal primo de B.

28. Ejercicio: Sean X e Y espacios topoldgicos y consideremos el espacio topolégico X [[Y. De-
mostrar que

cx[[v)=cx)xc)

Justificar la frase “A x B es el anillo de funciones de Spec A ] Spec B”.

1.6. Localizacién. Formula de la fibra

Nuestro primer objetivo es mostrar que el proceso algebraico de divisién se va a corresponder con
el proceso topolégico de localizacién.

Dado un morfismo de anillos j: A — B, cuando no cause confusién, seguiremos las siguientes
notaciones: dado un ideal J de B, escribiremos j~!(J) = J N A, dado un ideal I de A escribiremos
(GI))=3jl)-B=1I-B.

1. Teorema : Consideremos el morfismo j: A — Ag, a — ¢, de localizacion por S. La aplicacién
inducida j*: Spec Ag — Spec A establece un homeomorfismo de Spec Ag con su imagen, que estd for-
mada por los puntos donde no se anula ninguna funcion de S:

Spec Ag = {ideales primos de A que no cortan a S}
i
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Demostracion. Consideremos el morfismo de localizacién j: A — Ag.
Las asignaciones

Spec Ag {Ideales primos de A que no cortan a S} C Spec A
p' 7 pNA
p-As 1p

estan bien definidas y son inversas entre si, sin mas que comprobar:

1. Si p’ es un ideal primo de Ag entonces p’ N A es un ideal primo de A que no corta con S y
(' NA)-Ag=yp".

2. Si p es un ideal primo de A que no corta con S entonces p - Ag es un ideal primo de Ag y

(p-As)NA=p.

Para ver que esta biyeccién es un homeomorfismo basta observar que j*((%)o) = j*(({)o) =
(a)o NImj*.
O

Notacién: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos A; la localizacién de A por el sistema multi-
plicativo S = {1, f, f%, ..., f*, ... }.

Si z es un punto de Spec A, denotaremos por A, la localizacién de A por el sistema multiplicativo
S=A-p,.

2. Corolario: FEl espectro de Ay es igual Spec A — (f)o:
Spec Ay = Uy

Demostracion. Por el teorema anterior, Spec Ay se corresponde con los ideales primos p, de A que no
cortan con S = {1, f, f2,..., f",... }. Que equivale a decir que Spec A se corresponde con los ideales
primos p, de A que no contienen a f, es decir, Uy. O

3. Ejercicio: Sea C(R™) el anillo de funciones reales continuas sobre R™. Sea U un abierto de
R™, C(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U y S el sistema multiplicativo formado por
las funciones que no se anulan en ningin punto de U. Probar que existe un isomorfismo natural

C(R™)g = C(U). (Pista: Sea d la funcién distancia. Dada h € C(U), s(z) = ffth(;)) no se anula en

U, sy f =h-s son restriccion de funciones continuas de R® y h = %)

4. Corolario: Los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos de A contenidos en
P En particular, A, tiene un unico ideal mazximal, que es py - A,.

Demostracion. Spec A, se corresponde con los ideales primos de A que no cortan con A —p,. Es decir,
con los ideales primos de A contenidos en p,. 0

5. Definicién : Los anillos con un unico ideal maximal se les denomina anillos locales.
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“Podemos decir que el anillo de funciones que consideramos en Uy = Spec Ay es Ay. Si S es
el sistema multiplicativo de las funciones de A que no se anulan en ningin punto de Uy, el lector
puede probar que Ay = Ag. Como es de desear, estamos diciendo que las funciones de Uy, son los
cocientes a/b de funciones de Spec A, donde b es una funcién que no se anula en ningin punto de Uy.
Dado un punto z, es usual no querer fijar la atencién en un entorno dado de x, sino considerar un
entorno lo suficientemente pequeno, luego las funciones que no se anulan en x pasan a ser invertibles
y consideraremos por tanto el anillo A,. Asi pues, A, recoge el concepto impreciso de funciones en
un entorno suficientemente pequeno de z”.

6. Definicion: Dado un anillo A, llamaremos radical de A al ideal formado por el conjunto de los
elementos nilpotentes de A, es decir, si denotamos por rad A al radical de A, entonces

rad A ={a € A: " =0, para algin n € N}

7. Corolario : FEl radical de un anillo coincide con la interseccion de todos los ideales primos del
anillo:

dA= n
a rESpec pr

Es decir, una funcion es nilpotente si y solo si se anula en todo punto del espectro.

Demostracion. Si f € A es nilpotente, i.e., f* = 0 para un n € N, entonces f ha de pertenecer a todo

ideal primo de A. Luegorad A C N p,.
zESpec A
Sea ahora f € Sﬁ Apx. Por el corolario|1.6.2, Spec Ay = 0. Por tanto, Ay = 0, es decir, % = %
xresSpec
Luego existe un f™ € {1, f, f2,...}, de modo que f*-(1-1—0-1) = 0. Entonces f* = 0y f es
nilpotente. En conclusién rad A D Sﬁ pr y hemos terminado. O
respec

8. Definicién: Sea I C A un ideal. Se llama radical de I, que denotaremos por r(I) a la interseccién
de todos los ideales primos que contienen a I.

Si m: A — AJ/I es el morfismo de paso al cociente entonces 7 !(rad(A/I)) = r(I). Porque
-1 _ —1 _
T (xGSchA/Ipx) N IGSpQCA/Iﬂ. (px) o ICquqx

Por tanto, por m a € r(I) siy solo si existe un n € N tal que a™ € I.

9. Corolario: Sea A un anillo noetheriano. Si I es un ideal radical, es decir, I = r(I) siy sdlo si T
es la interseccion de un numero finito de ideales primos.

Demostracion. Se cumple que el radical conmuta con intersecciones finitas, es decir, r(IyN---N1,)) =
r(Ii)N---r(l,). Si I =py N---Npy, con p; ideales primos entonces r(I) = r(p1) N--- Nr(p,) =
prN---Np, =1.

Reciprocamente, r(I) es la interseccién de todos los ideales primos que contienen a I. Ahora bien,
los ideales primos minimos {p;} con la condicién de contener a I son un nimero n finito, porque
p; C A/I son justamente los ideales primos minimales de A/I, que son un ndmero finito. Por tanto,
r(I)=p1N--Npp.

O

Dado un morfismo de anillos j: A — B y un sistema multiplicativo S C A, escribiremos Bg =
Bj(s). Igualmente, dado un ideal primo p, de A, escribiremos B, = Bj(a—_y,)-
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10. Férmula de la fibra : Sea j: A — B un morfismo de anillos y j*: Spec B — Spec A el morfismo
inducido. Dado un punto x € Spec A se verifica

j*fl(x) = Spec B, /p. - B,

Si p, es un ideal primo minimal se verifica j* ' (z) = Spec B,.
Si p, es un ideal primo mazximal se verifica j*_l(x) = Spec B/p, - B.

Demostracion.

5" H(z) = {y € Spec B: p, N A = p,}
={yeSpecB:p,NACp,yp, CTp,NA} (%)
={y €SpecB: (p,NA)N(A—p;) =0y p. Cp, NA}
={y € Spec B: p, Nj((A—pz)) =0y j(pz) C py}
= {y € Spec B;: j(pz) C py} = Spec B, /p; - By

Las dos afirmaciones siguientes de la proposicién, se deducen de que en (*) podemos prescindir
de una de las dos condiciones, en la primera afirmaciéon de la segunda condicién y en la segunda

afirmacién de la primera condicién.
O

Observemos que las fibras pueden ser vacias, pues si un anillo C' = 0 entonces Spec C' = ().

11. Ejemplo: Calculemos Spec Clz, y]. Consideremos el morfismo i: C[z] — C[z,y], p(x) — p(z) v
sea i*: Spec Clz,y] — SpecC[z] el morfismo inducido en los espectros. Cada punto de Spec C[z, y]
estd en la fibra de un tnico punto de Spec C[z], asi que vamos a calcular tales fibras.
Los ideales primos de Cl[z] son el ideal (0) y los ideales maximales m, = (z — ). Segun la férmula
de la fibra
"~ (@) = Spec Clz, y| /mo Clz, y] = Spec Cla, y]/(z — )

Ahora bien, Clz,y]/(z — o) ~ Cly|, = — «a,y — y. Luego,
i*"(@) = SpecCly] = {(y - ), (0) con B € C}

que se corresponden con los ideales primos de Clz,y], (z — a,y — 8), (v — «).
Sélo nos falta calcular la fibra de (0) = p,

* ' (g) = Spec Cz, y]c(z)— (o) = Spec C(z)[y]

Los ideales primos no nulos de C(x)[y] estdn generados por un polinomio irreducible con coeficientes
en C(z) de grado mayor o igual que 1 en y. Por el Lema de Gauss se corresponden con los polinomios
p(z,y) € Clz,y] irreducibles de grado mayor o igual que 1 en y. Por tanto, i*~*(g) est4 formado por
los ideales primos (p(z,y)), (0) (donde p(x,y) es un polinomio irreducible de grado mayor o igual que
1 en y)

En resumen, los puntos de Spec Clz, y] =, As(C) son

1. Los puntos cerrados («, (), es decir, los ideales primos (x — «,y — ().

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles (p(z,y))o = p(x,y) = 0, es decir, los ideales
primos (p(z,v)), p(z,y) irreducible.
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3. El punto genérico del plano afin (0)g = Ay(C), es decir, el ideal primo (0).

12. Ejemplo: Calculemos SpecClx,y]/(¢(z,y)). Consideremos la descomposicién en producto de
polinomios irreducibles ¢(x,y) = q1(z,y)™* - - - ¢-(x,y)"", que no difieran en factores constantes. Ten-

emos que Spee Clr, )/ (a(x, ) = (a(w,1)o = 0 (ai(z,v))o que son

1. Los ideales maximales (x — o,y — ) tales que (¢(z,y)) C (z — a,y — ). Es decir, con otras
notaciones, los puntos (a, 3) tales que ¢(«, 3) = 0.

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles g;(z,y) = 0.

1.7. Relacion entre el espacio y el espectro de un anillo

Dado un punto p € Spec A se dice que k(p) := (A/pp)p es el cuerpo residual de p.

Sea A una k-algebra y ¥ una extensién de cuerpos de k que sea algebraicamente cerrada y contenga
todos los cuerpos residuales k(p), p € Spec A (por ejemplo, el cierre algebraico de un compuesto de
todos los cuerpos k(p)).

Digamos que dos morfismo f,g € Homy(A,X) son equivalentes si existe un isomorfismo de k-
algebras ¢: ¥ — X tal que f = ¢og.

1. Teorema : Se cumple que Spec A = Esp A(X)/ ~. Sea f: A — B un morfismo de k-dlgebras.
el morfismo inducido f*: Esp B(X) — Esp A(X) aplica clases de equivalencia dentro de clases de
equivalencia y via la igualdad anterior el morfismo

Spec B = Esp B(X)/ ~-L Esp A(S)/ ~= Spec A

es el morfismo natural f*: Spec B — Spec A.

Demostracion. Consideremos la aplicacién

EspA(X) = SpecA
g — Kerg

Observemos que 7 es epiyectiva: En efecto, dado « € Spec A, consideremos la composicion, g, del
morfismo A — A, /p, A, con cualquier inclusién A, /p,A, — X. Es obvio, que Ker g = p,, es decir,
77(9) = Pz-

Dado un automorfismo ¢: ¥ — X y g € Esp A(X), se cumple que Ker g = Ker(¢ o g). Por tanto,
tenemos una aplicacién epiyectiva natural

EspA(X)/ ~ 5 SpecA
g — Kerg

que tenemos que probar que es inyectiva. Sean g,¢9’ € Esp A(X) tales que Kerg = Ker g’ = p,. Los
morfismos g y ¢’ factorizan via el morfismo natural A — (A, /p,A,) = K. Tenemos que probar que
dos morfismos de k-dlgebras g,¢’: K — X difieren en un automorfismo de k-algebras de X, lo cual es
un resultado de la teoria de Galois.
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Por dltimo, tenemos el diagrama conmutativo

EspB(Y)/ ~ ——> Esp A(Z)/ ~

QI

gof

I

SpecB - — = — — > Spec A Kergl—f— > f~1(Ker g) = Ker(g o f)

Cuando se considera un sistema de ecuaciones algebraicas sobre los nimeros reales
p1(x1,...,2,) =0

Prl@r, .. wa) = 0

es obvio que dada una solucién compleja su conjugada también lo es. En general, dada una solucién
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado la transformada por un automorfismo del cuerpo también
es solucién. Una vez que se tiene un cuerpo algebraicamente cerrado lo “suficientemente grande” se
tiene que el conjunto de todas las soluciones del sistema sobre tal cuerpo, médulo transformaciones
por automorfismos del cuerpo, coincide exactamente con SpecR[z1,...,2z,]/(P1s .-, Pr)-

2. Ejercicio: Hacer el cdlculo de Spec A/I, Spec Ag, via el teorema anterior y

3. Ejemplo: Probemos la férmula de la fibra. Supondremos que ¥ contiene los cuerpos residuales
de todos los puntos del espectro de las k-algebras consideradas. Dada una k-algebra C' denotemos
m: EspC(X) — EspC(X)/ ~= SpecC el morfismo de paso al cociente.

Dado p € Spec A, entonces 7~ (p) = Espk(p)(X) C Esp A(X). Sea f: A — B un morfismo de
anillos. Consideremos el diagrama conmutativo

Esp B(%) A Esp A(Y)
Spec B L Spec A

Entonces,

F ) = w(fHm (D) = a(f* (Espk(p) (%)) = m(Esp By/ppBy(S)) = Spec B, /p, By

1.8. Problemas

1. Identificar categorias usadas en los cursos de la licenciatura.
2. Expresar como funtores las siguientes construcciones:

a) La que asigna a cada espacio vectorial E su espacio dual E*.

b) La que asigna a cada A-médulo la localizacién por un sistema multiplicativo S.

¢) El producto tensorial M ® 4 N de A-médulos.
)

d) El producto tensorial A ®; B de k-algebras.
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e) La completacién E de un espacio normado F.
f) El anillo C(X) de las funciones reales continuas sobre un espacio topolégico X.

g) El anillo C*°(X) de las funciones diferenciables sobre una variedad diferenciable X.
3. Comprender los siguientes morfismos e isomorfismos como morfismos de funtores:

a) El morfismo p: A®r A — A, u(a ®b) = ab, donde A es una k-dlgebra.
b

)
) El isomorfismo natural M ® 4 As = M.
¢) El isomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita F con su bidual E**.
d) Homyu (A, M) = M.

)

(EJV)* = Ve.

&

4. Sea Cy.. la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo k con los
isomorfismos, y sea F': Cyeet ~ Cyect €l funtor covariante F(E) = E*, F(7) = (17 1)* = (%)~ L.
Demostrar que F' no es isomorfo al funtor identidad cuando k tiene més de tres elementos.

5. Sea Caniios 1a categoria de anillos. Probar que el anillo de polinomios Z[x] es un representante
del funtor F(A) = A, y que el anillo de polinomios Z[z1,...,x,] es un representante del funtor
F(A) =A™

6. Sea Cj_aiq la categoria de k-dlgebras. Probar que k[z] es un representante del funtor F'(A) = A,
y que k[z1,...,x,] es un representante del funtor F(A) = A™.

7. Sea Cproq la categoria de A-médulos y sea {M;};c; una familia de A-mddulos. Probar que la
suma directa @;M; es un representante del funtor

F(N) = [ [ Homa(M;, N)
el

y que el producto directo [[, M; es un representante del funtor

F(N) = [ Homa(N, M;) .
i€l

8. Expresar como representacion de cierto funtor la propiedad universal de:

a) el grupo cociente G/H, el anillo cociente A/I y el médulo cociente M /N,

b) el anillo de fracciones Ag,

¢) la localizacion Mg de un médulo,

&

)
)
d) el cambio de base Mp de un médulo,
) el cambio de base Ay, de una k-algebra,
)

f) y la completacién E de un espacio normado F.

9. Sea Canillos la categoria de anillos y sea 1 un conjunto con un unico elemento. Determinar si
el funtor covariante constante F': Caniiios ~> Cconj, F(A) = 1, es representable. Andlogamente
cuando Caniies €s la categoria de cuerpos (resp. cuerpos de caracteristica nula, cuerpos de
caracteristica 2).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. Sea Canilos la categoria de anillos y sea 1 un conjunto con un dnico elemento. Determinar si el
funtor contravariante constante F': Caniitos ~» Cconj, F'(A) = 1, es representable. Andlogamente
cuando Couerpos €S la categoria de cuerpos (resp. cuerpos de caracteristica nula, cuerpos de
caracteristica 2).

Sea Cproa la categoria de A-médulos. Determinar si el funtor covariante F': Caroa ~> Cconys
F(M) = M, es representable. Andlogamente para el funtor F(M) = M™, donde n > 1 es un
numero natural prefijado.

Sea Crop la categoria de espacios topolégicos. Determinar si el funtor F': Crop ~ Coong, FI(X) =
X, es representable. Andlogamente para el funtor F(X) = X", donden > 1 es un niimero natural
prefijado.

Determinar las aplicaciones naturales o universales G — G que se pueden definir en los grupos.
Andlogamente en los anillos, en las k-dlgebras y en los espacios topoldgicos.

Determinar las operaciones naturales o universales M x M — M que se pueden definir en los
A-moédulos. Analogamente en los anillos, las k-dlgebras y los espacios topoldgicos.

Determinar los morfismos de anillo naturales o universales A — A que se pueden definir en los
anillos. Andlogamente en los grupos, los grupos abelianos, los A-mdédulos y las k-algebras (segin
la caracteristica del cuerpo k).

Determinar las aplicaciones continuas naturales o universales X — X que se pueden definir en
los espacios topoldgicos.

Denotemos A;, = Espklz1,...,z,). Dado el ideal (y?> — 2*) C C[xz,y], determinar el morfismo
inducido entre los anillos de funciones por los siguientes morfismos naturales:

: ¢(a) = (a®,a*)
_ CLQ _ b2

¢(a7 b) = (azv b2)

¢: Ay — Esp(y* —2® =0)
¢: Esp (y2 — 3= 0) — A3, é(a,b)
¢: Esp(y® —2° =0) — Esp(y° —2° = 0)

JExiste algiin morfismo natural ¢: Esp (y* — 2% = 0) — A; tal que ¢(a?, a?) = a para todo

aeC?

Los morfismos naturales A; — Aj, jse corresponden con los polinomios en dos variables o con
las parejas de polinomios en una variable?

Determinar el morfismo inducido entre los anillos de funciones por el morfismo natural ¢: A, —
A, ¢(a,b) = (a+b,a+b), y hallar el nicleo de tal morfismo de anillos.

Demostrar que una funcién f € k[z1,. .., 2,]/I es invertible si y sdlo si, entendida como morfismo
de funtores f: Espk[zy,...,2,]/T — A}, no se anula en ningtin punto; y que f es nula si y sélo
si se anula en todos los puntos.

Demostrar que si p(z,y) € R[z,y] se anula en C = {(z,y) € R?: y — 22 = 0}, entonces p(z,y)
es miiltiplo del polinomio y — x2. Igualmente para C' = {(x,y) € R?: zy = 1} y el polinomio
zy — 1.
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22. ;Es cierto que Esp(x? — 1 = 0)(A) tiene exactamente dos elementos para toda R-algebra A?

23. Definir un funtor contravariante F' de la categoria de conjuntos en si misma tal que para cada
conjunto X se tenga que F'(X) es el conjunto de las partes de X. ;Es representable tal funtor
F?. Andlogamente para un funtor covariante.

24. Demostrar la existencia de isomorfismos de dlgebras (y dar el significado geométrico de cada
uno de ellos):

a) klzy,...,z,)/(x1 —ar,..., ¢, —ay) = k.
b) klz,y]/(y — 2?) = klt].

) klz,y]/(zy — 1) ~ k[t,t71].

d) klz,yl/(y* — 1) = k[t] ® k[t].

e) Rlz,yl/(z* +y* —1,y—2) ~RaR.

) Rla,yl/(@* +y* -1,y = 2) ~ C.

9) Rlz,yl/(2? +y? — 1,y — 2) ~ R[t]/(¢?).

25. Teorema de los restos chino: Sean I, J dos ideales de un anillo A. Si I + J = A, entonces
InJ=1Jy A/IJ = (A/I)®& (A/J) .

26. ;En cudntos puntos se cortan las curvas y = z* e y = —2* del plano afin real?
27. ;En cudntos puntos corta la pardbola y = 22 a la circunferencia z? + y? =y ?
28. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas:

La unién de la recta z = 0 con la recta y = 0 es el par de rectas zy = 0.
2

a

=

La interseccién de la parabola y = x con la recta y = 0 es el punto x =y = 0.

2

La interseccién de la parabola y = z° con la recta x = 0 es el punto x = y = 0.

o

QU

La interseccién de dos rectas planas paralelas (no coincidentes) siempre es vacia.

@

La interseccién de la circunferencia 2% + y? = 1 con la recta z = 2 es vacia.

~

)
)
)
) La interseccién del par de rectas zy = 0 con el par de rectas y(z —y) = 0 es la recta y = 0.
)
)
)

La interseccién de la circunferencia 22 + 2 = 1 con la recta = 0 es la unién del punto
z=0,y=1con el punto z =0, y = —1.

g

h) La interseccién del par de rectas zy = 0 con el par de rectas y(z +y — 1) = 0 es la unién
de la recta y = 0 con el punto = = 0, y = 1. (Indicacién: Probar que (zy,z(x +y — 1)) =
y(x, Yy— 1))

i) La interseccién de la circunferencia z2 + y? = 1 con la recta doble 22 = 0 coincide con su
interseccién con el par de rectas paralelas y? = 1.

j) La interseccién del par de planos 2z = 0 con el par de planos xy = 0 es la unién del plano

x =0 con la recta z =y = 0.

29. Sea A un anillo reducido (i.e., todo elemento nilpotente es nulo). Probar que Spec A es irreducible
siy sélo si A es integro. ;Es cierto el resultado si se elimina la hipdtesis de que A sea reducido?
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30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

Sea a un ideal de un anillo A. Probar que la condicién necesaria y suficiente para que Spec (A/a) =
(a)o coincida con Spec A es que el ideal a esté generado por elementos nilpotentes. Concluir que
Spec A es irreducible precisamente cuando el cociente de A por su radical sea un anillo integro.

Sea A un anillo y X = Spec A. Probar que un punto x € X es denso precisamente cuando su
ideal primo p, coincide con el radical r(A) de A. Concluir que X tiene un punto denso si y sélo
si el radical r(A) es un ideal primo.

Probar que la condicién necesaria y suficiente para que un punto x’ esté en el cierre de un punto
T es que x esté en todos los entornos de z’.

Sea A un anillo y f,g € A. Probar que Uy C U, < g divide a alguna potencia de f.

Hallar el espectro, determinar sus componentes irreducibles, sus componentes conexas y calcular
la dimensién de los siguientes anillos: R[z]/(z? + 2?), R[z]/(z* + 2?) ®@r C, C[z]/(2* + 2?) &¢
Cly]/(y*+1), Clz,yl/(z*+y?), Cla,27'], Q(V2)®qR, Clz, y]/ (4 +2,y* —zy+a) y Cla, yl/ (xy+
2,23 —x + 7).

Demostrar que todo elemento de un ideal primo minimal es un divisor de cero. (Indicacidn:
Localizar en el punto definido por el ideal primo).

Si un morfismo de anillos A — B es epiyectivo y a es su nucleo, probar que la correspondiente
aplicacién continua Spec B — Spec A es un homeomorfismo de Spec B con (a)o.

Si un morfismo de anillos j: A — B es inyectivo, probar que la correspondiente aplicacién
continua ¢: Spec B — Spec A tiene imagen densa.

(Indicacidn: Si un cerrado (a)y contiene a la imagen de ¢, entonces aB C rad B y por tanto
a Crad A).

Sea ¢: Spec B — Spec A la aplicacion continua inducida por un morfismo de anillos A — B.
Probar que el cierre de la imagen de ¢ es (Ker j)o.

En general, si b es un ideal de B, el cierre de ¢(b)o coincide con (b N A)o.
Sean a y b dos ideales de un anillo A. Probar que (a)y C (b)o si y sélo si r(b) C r(a).

Probar, usando el lema de Zorn, que todo espacio topoldgico es unién de sus componentes
irreducibles. Concluir que todo ideal primo de un anillo A contiene algtiin ideal primo minimal
de A.

Calcular SpecC [z, y]/(p, q) cuando p(z,y) y q(x,y) tengan un factor irreducible comin. Deter-
minar sus componentes irreducibles y sus componentes conexas.

Hallar la fibra de todos los puntos en los siguientes morfismos entre variedades algebraicas
complejas:

a) La parametrizacion x = t2, y = t3 de la curva y? = 2°.

b) La parametrizacion x = t2 — 1, y = t3 — t de la curva y? = 23 + 22.

¢) La proyeccién m: Ay — Ay, (z,y) = ay.
Calcular el espectro del anillo Z[v/d] cuando d = 2, 3,5, —1, —2, —3. Calcular el espectro de Z[w],
donde w denota una raiz ciibica primitiva de la unidad.
Calcular las fibras del morfismo natural SpecZ[w] — SpecZ[v/—3].
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

Sean I, J ideales de un anillo A. Probar que el morfismo natural
AJINT) — (A/T) Xaya+5) (A)T)
es un isomorfismo, donde

(A/T) % ayrea) (AJT) = {(@,8) € (A/D) x (A/T): a=ben A/(I + )}

Sean Y7, Y5 dos subvariedades algebraicas cerradas de una variedad algebraica afin X, definidas
por sendos ideales Iy, Iy del anillo de funciones algebraicas O(X). Dadas funciones algebraicas
f1, f2 sobre Y7 e Y, respectivamente, que coincidan en Y; N Y (la subvariedad definida por el
ideal I1 + I5), probar la existencia de una tnica funcién algebraica sobre Y; UY; (la subvariedad
definida por el ideal I; N I3) que coincide con f; en Y] y con f3 en Ys.

SiSpecA =U ][]V, donde Uy V son abiertos, probar que U y V son abiertos basicos de Spec A.
Indicacion: SiU = (I)gy V = (J)g, probar que I+.J = A;luego 1 = f+h ,donde f €I, h € J.
Concluir que U = Uy y V = Uy.

Cada descomposicion A = By @ By de un anillo A en suma directa, induce una descomposicién
de su espectro en union disjunta de dos abiertos:

Spec A = (SpecBl)H(Spec Bs)

Reciprocamente, cada descomposicién Spec A = U]V del espectro en unién disjunta de dos
abiertos induce una descomposicién de A en suma directa de dos anillos.

Indicacion: SiU = Uy y V = Uy, probar que A = Ay ® Aj,. O bien, probar que fh es nilpotente,
asi que f y h pueden elegirse de modo que fh = 0. Concluir que el morfismo natural A —
(A/fA)® (A/hA) también es un isomorfismo (Teorema chino de los restos).

Probar también que A, = A/fAy Ay = A/RhA.

Sea I un ideal de un anillo A y sea x un punto de Spec A. Probar que las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) (A/I)s =0
b) I, = A,

¢) Alguna funcién f € I no se anula en x.

d) El punto z estd en el abierto complementario de (I)g.

Sea I un ideal de un anillo A y sea x un punto de Spec A. Probar que las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) (A/I)y = A,
b) I, =0
¢) Cada funcién del ideal I se anula en algin entorno de z. (Si ademds I es un ideal finito

generado, todas las funciones de I se anulan en algin entorno de x).

La condicién de pertenecer a un submédulo dado es local. Con precisién, sea N un submddulo
de un A-médulo M y seam € M. Si m, € N, para todo = € Spec A, demostrar que m € N.



32

Capitulo 1. Espectro primo de un anillo

50. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales

o1.

diofanticas tenga alguna solucién entera es que, para cada numero primo p, admita alguna
solucién racional con denominadores que no sean multiplos de p.

Algebras de Boole: Un algebra de Boole es un conjunto A dotado de dos operaciones A, V
que verifican las propiedades del calculo proposicional:

a) Ambas operaciones son asociativas, conmutativas, y admiten neutro:
aNO=a , aV1l=A
b) Propiedad distributiva: a V (bAc) = (aVb) A (aV c).

d) Absorcién: a A1 =1.

)
¢) Idempotencia: a V a = a.
)
e)

Negacién: Sia € A, existea € Atalqueahna=1y aVa=0.

El ejemplo fundamental de dlgebra de Boole lo proporcionan el dlgebra P(X) de las partes de
un conjunto X, donde A es la interseccién y V es la unién, de modo que 0 = X, 1 =0 y a es
el complementario de a . También los enunciados de cualquier teoria légica formalizada (que

incluya los conectores “no”, “y”, “0”) siempre que se identifiquen los enunciados equivalentes
(i.e., identificamos « y 8 cuando o < [ sea un teorema de tal teorfa).

En las dlgebras de Boole se definen la implicacién = y la equivalencia < del siguiente modo:

a=b:=avb , asb = (aVvb)A(aVb)
a) Probar que en todo dlgebra de Boole (A;V, A), las operaciones
a+b = asb , a-b:=aVvd

definen una estructura de anillo conmutativo con unidad en el que todo elemento es idem-
potente: a? = a. Tales anillos reciben el nombre de anillos de Boole. (Los anillos de Boole
son de caracteristica 2 porque 22 = 2).

b) Reciprocamente, si (A;+, ) es un anillo de Boole, obtenemos en A una estructura de dlgebra
de Boole (donde la negacién es a = 1 + a) sin més que definir

aAb ;= a+b+ab , aVb = a-b

2

¢) Todo anillo de Boole integro es el cuerpo Fq, porque la condicién a(a — 1) = a* —a = 0.

d) Todo ideal primo p de un anillo de Boole A es maximal y de cuerpo residual A/p = Fo.

e) Los puntos ¢ € X := Spec A del espectro de un anillo de Boole A se corresponden con los
morfismos v, : A — Fa, (que son las valoraciones o interpretaciones coherentes de A como
familia de proposiciones verdaderas o falsas).

f) Cada elemento f € A define una funcién f: X — Fy, sin mds que poner f(z) := v.(f),
que se anula precisamente en (f)o. Si en el cuerpo Fs se considera la topologia discreta,
probar que estas funciones son continuas.

g) Toda funcién continua X — Fy estd definida por algin elemento de A. (Indicacidn: Dar
tal funcién equivale a descomponer el espectro como unién de dos abiertos disjuntos, X =
U UV, de modo que U = Uy para algin f € A.
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h)

Todo elemento nilpotente de un anillo de Boole A es nulo, asi que cada elemento de A
esta totalmente determinado por la funcién que define sobre el espectro. Luego cada anillo
de Boole A es isomorfo al anillo de las funciones continuas sobre su espectro X con valores
en .

Todo dlgebra de Boole A es isomorfa a una subdlgebra de partes de su espectro X (los
cerrados abiertos de X).

Cada ideal I de un anillo de Boole A estd formado por todas las funciones continuas
X — Ty que se anulan en el cerrado (I)g. Es decir, fijada una familia de axiomas B C A,
el ideal que genera B estd formado por las funciones f € A que se anulan en el cerrado
MNpe(b)o; i-e., por los enunciados que son verdaderos en cualquier interpretacion coherente
que verifique los axiomas fijados:

v(f) = 0 siempre que v(b) = 0 para todo b € B
f es verdadero siempre que lo sea todo b € B
En principio eso no significa que el enunciado f pueda derivarse de los axiomas fijados

y tautologias (el 0), usando sélo el “Modus Ponens”; enunciados que forman el menor
subconjunto B’ que, incluyendo a B y al 0, tenga la siguiente propiedad:

Sia€ By (a=1b) € B, entonces b € B

Probar que B’ estd contenido en el ideal de A generado por B, pues los ideales tienen la
propiedad anterior, ya que (a < b) =a+by b=a+ (a+b). Probar que B’ coincide con
el ideal generado por B; es decir, B’ es un ideal:

Sia€e Aybe B, como b= (aVb) es nulo, tenemos que ab = (a V b) € B’.
Sia,beB',a= (b= (a<b)esnulo,b=(a=b B ya+tb=(a<b) B

En resumen, si un enunciado es cierto en todas las interpretaciones coherentes que satisfa-
b

gan la familia de axiomas B, entonces puede deducirse en un ntmero finito pasos usando

tautologias y el “Modus Ponens”.
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Capitulo 2

Variedades algebraicas

2.1. Introduccién

Una definicién de Matematicas podria ser: “La Matematica estudia el concepto de espacio, es
Geometria”. Desde este punto de vista, la Topologia es el estudio de los espacios topoldgicos, de
las variedades topoldgicas, la Geometria Diferencial es el estudio de las variedades diferenciales, la
asignatura de Variable Compleja el estudio de las variedades analiticas y el Algebra el estudio de las
variedades algebraicas. El andlisis del espacio se funda en las funciones del espacio considerado. Asi el
fundamento de la Topologia es el anillo de funciones continuas, de la Geometria Diferencial el anillo
de las funciones infinito diferenciables, el de la Variable Compleja el anillo de funciones analiticas o
conformes y el del Algebra el anillo de funciones algebraicas.

Una definicién del Algebra podria ser: “El estudio de los espacios definidos por sistemas de ecua-
ciones algebraicas”. Asi pues el Algebra estudia los ideales de los anillos de polinomios. En primer
lugar nos planteamos si los ideales de los anillos de polinomios son finito generados. La finitud siempre
es una propiedad deseada (incluso exigida). Los anillos cuyos ideales son finito generados se denom-
inan anillos noetherianos. El teorema de la base de Hilbert dice que los anillos de polinomios son
noetherianos. Luego los anillos que estudia la Geometria Algebraica son noetherianos.

Llamemos variedad algebraica (de A™) al conjunto de soluciones sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado, por ejemplo C, de un sistema de ecuaciones algebraicas, con n variables. Un resultado inmedi-
ato de la teoria de variedades algebraicas es que una variedad V es irreducible, es decir, no es unién
propia de dos variedades algebraicas, si y solo si el ideal de todas las funciones que se anulan en V' es
un ideal primo. En general, toda variedad algebraica V' es unién de un ntmero finito de variedades
algebraicas irreducibles. En términos de ideales, todo ideal radical es interseccién de un ntimero finito
de ideales primos.

El teorema fuerte de los ceros de Hilbert dice que hay una correspondencia biunivoca, “salvo
nilpotentes”, entre los ideales de C[zy,...,z,] y las subvariedades de A™.

Una vez que hayamos profundizado en el concepto de variedad algebraica surgiran las preguntas:
;Cuantas variedades algebraicas hay? ; Como distinguir dos variedades algebraicas? Nos planteamos
la clasificacién de las variedades algebraicas.

Un invariante obvio de las variedades algebraicas es la dimensién. Se dice que una variedad alge-
braica es de dimensién n si existe una cadena (de inclusiones estrictas) de subvariedades irreducibles
0 =CocCCyC-- CC, delongitud n y no existe ninguna otra de longitud mayor. Probaremos que la
dimensién de una variedad algebraica es m si existe una proyeccion de fibras finitas y no vacias de la
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variedad en un espacio affn A™(C). Veremos que el concepto de dimensién en variedades algebraicas
irreducibles es local, y atin més, que todas las cadenas irrefinables de subvariedades irreducibles tienen
la misma longitud. Por tltimo, veremos que las hipersuperficies f = 0 de una variedad algebraica ir-
reducible de dimensién m son de dimensién m — 1 y que todo punto de la variedad es (localmente)
la solucién de un sistema de m ecuaciones algebraicas y no menos. Todos estos resultados seran
expresados en términos de los anillos de funciones algebraicas de la variedad y sus ideales primos.

El teorema central, que usaremos para la demostracién del teorema de los ceros de Hilbert y
el desarrollo de la teoria de la dimension, serd el lema de Noether, que afirma que toda variedad
algebraica se proyecta con fibras finitas en un espacio afin. Esto nos llevard a estudiar con mayor
profundidad los morfismos finitos.

2.2. Anillos y moédulos noetherianos

La introduccién de los médulos la justificibamos con diversas razones. La primera que ddbamos es
que los ideales son médulos. Deciamos ademéds que las operaciones béasicas como producto tensorial,
cocientes etc., se realizan de un modo mucho mas flexible y claro con los médulos, y que muchos de
los objetos usuales en Matematicas tienen estructura de moédulo.

En Geometria Algebraica los espacios estudiados son objetos definidos por un nimero finito de
ecuaciones (la finitud es una condicién natural). Es decir, los ideales que se consideran son los gener-
ados por un nimero finito de funciones. Los anillos cuyos ideales son finito generados se denominan
noetherianos. Como veremos los anillos que usualmente aparecen en Geometria Algebraica y la Ar-
itmética son noetherianos, de forma que estos anillos proporcionan el marco natural para desarrollar
su estudio.

De nuevo, serd natural comenzar estudiando los médulos finito generados, cuyos submoddulos sean
finito generados, en vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados.

1. Definicién: ' Un A-médulo M se dice que es un A-médulo noetheriano si todo submédulo suyo
(propio o no) es finito generado.

2. Definicién : 2 Un A-médulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente de submédulos
de M

MyCMyCoo M, C oo
estabiliza, es decir existe m >> 0 de modo que M,,, = M,,11 =---.

3. Proposicion: Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. def' = def?: Sea una cadena ascendente de submédulos de M, My C My C --- C
M, C---.
[ee]
Sea M' = 'UlMi C M. Como M’ es un submdédulo de M, es finito generado. Escribamos M’ =
1=
(m1,...,my), con m; € M;,. Sea m el méximo de todos los i;. Entonces trivialmente se obtiene que
M' = M,,, luego M,,, = My, 11 ="---.
def? = def': Sea M’ C M. Sea m; € M’ y consideremos el submédulo de M, M; = (m;). Si
My # M', sea my € M’ — M. Consideremos el submédulo de M, My = (mj, msy). Repitiendo el
proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

<m1> C <m1,m2> cC -

que ha de ser finita, porque por la segunda definicién toda cadena estabiliza. Por tanto, existe un
m € N tal que (my,...,m,) =M.
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4. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales de dimensién finita son k-mddulos noetherianos.
5. Proposicion: Todo submddulo de un mddulo noetheriano es noetheriano.

6. Proposicion: Todo cociente de un mddulo noetheriano es noetheriano.

Demostracion. Sea M mnoetheriano y m: M — M/N un cociente. Dado un submdédulo M c M/N,
tenemos que 7 1M = (my,...,m,). Por tanto, M = (w(m1),...,m(m,)). O

7. Proposicién: Sea
0— My — My Mz — 0

una sucesion exacta de A-mddulos. Se verifica que Ms es noetheriano < My y Ms son noetherianos.

Demostracion. =) Esto es lo que afirman las dos proposiciones anteriores.
<) Sea M’ C M. El diagrama siguiente es conmutativo y las filas son exactas:

0 —— M'nM M’ (M) —— 0
N n N
0 —— M, My - My — 0
Tenemos que M’ N My = (my,...,m,) y que 7(M') = (m(ny),...,m(ns)). Por tanto, tenemos la
igualdad M’ = (my,...,my,n1,...,Ng).

O

8. Ejercicio: Probar que M y M’ son noetherianos si y sélo si M & M’ es noetheriano.

9. Definicién: Se dice que un anillo A es noetheriano si como A-mdédulo es noetheriano, es decir si
todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena ascendente de ideales estabiliza.

10. Ejemplo: Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[z], son noetherianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la recta real:

Sea I, el ideal de las funciones que se anulan en (—%, %), n € N. Tenemos que I; C Iy C --- C
I, C --- es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo, luego no estabiliza. Por tanto, el

anillo no es noetheriano.

11. Corolario: Si A es noetheriano entonces todo A-mddulo finito generado es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano A™ es un A-mdédulo noetheriano, por el ejercicio que sigue a
la proposicion Ahora bien, como todo médulo finito generado es cociente de un libre finito
generado, concluimos que los médulos finitos son noetherianos.

O

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo médulo finito generado es noetheriano.
12. Ejercicio: Si A es noetheriano Ag es noetheriano

13. Ejercicio: Demostrar que Q[z,z1,...,Zy,...]/((z —n)Zn) neny es localmente noetheriano pero
no es noetheriano.

14. Proposicién: Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec A es un espacio topolégico noethe-
riano. (Un espacio topoldgico se dice que es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados
estabiliza).
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Demostracion. Sea Cqy O Cy O --- O C,, D --- una cadena descendente de cerrados. Sean I; los ideales
de funciones que se anulan en C;. Luego (I;)o = C; y tenemos la cadena

LCLC---CL,C---

Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m € N de modo que I, = I,,41 = -+
Luego, Cm =Umy1=""".

15. Proposiciéon: Se cumple que:

1. Todo espacio topoldgico noetheriano es compacto.
2. Todo abierto de un espacio topoldgico noetheriano es noetheriano.

3. Llamemos cerrado irreducible a todo cerrado que mo es union de dos cerrados propios. Todo
espacio topoldgico noetheriano es union de un numero finito de cerrados irreducibles.

Demostracion. 1. Sea F' = {C;}icr un conjunto de cerrados del espacio topolégico noetheriano X,
tal que U;C; = (0. Denotemos por C; a cualquiera de los cerrados de F. Si Cy # (), sea Cy cualquier
cerrado de la familia F' que no contenga a C; (existe). Si C; N Cy # @, sea C5 cualquier cerrado de la
familia que no contenga a C; N Cy. Asf sucesivamente vamos construyendo una cadena de inclusiones
estrictas

CioCinCyDCiNnCoNC3D -

Por la noetherianidad de X este proceso ha de terminar y lo hard cuando C; N---NC, = (. En
conclusién, X es un espacio topoldgico compacto.
2. Sea U C X un abierto. Toda cadena descendente de cerrados de U

Ci2C; 2032 ---
define, tomando cierres en X, una cadena de cerrados en X

C1 2032032 -

que ha de estabilizar, por ser noetheriano. Ahora bien, como C; = C; N U, tendremos que la cadena
de partida también estabiliza. En conclusién, U es noetheriano.

3. Supongamos que X no es unién de un nimero finito de cerrados irreducibles. En particular, X
no es irreducible, luego es unién de dos cerrados propios, X = C; UC5. C7 y C5 no pueden ser los dos
a la vez unién de un numero finito de cerrados irreducibles. Digamos que C7 no es unién de un nimero
finito de cerrados irreducibles. En particular, C; no es un cerrado irreducible, luego es unién de dos
cerrados propios C7 = C11UC13. C11 y Cio no pueden ser los dos a la vez uniéon de un nimero finito de
cerrados irreducibles. Digamos que C7; no es unién de un nimero finito de cerrados irreducibles. En
particular, C71 no es un cerrado irreducible, luego es unién de dos cerrados propios C1; = C11 UCq1a.
Asi sucesivamente, vamos construyendo la cadena descendente de inclusiones estrictas

Ci>DCi1DC111 D -

lo que contradice la noetherianidad de X. En conclusién, X es uniéon de un ntimero finito de cerrados

irreducibles.
O
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16. Proposicién: En todo anillo noetheriano el nimero de ideales primos minimales es finito.

Demostracion. Sea A un anillo noetheriano. Sabemos que X = Spec A es un espacio topoldgico
noetheriano . Por tanto, X = Cy U --- U C,, siendo los C; las componentes irreducibles de
X. Ahora bien, C; es una componente irreducibles de X si y sélo si C; = Z; (para un unico punto
x;) donde p,, es un ideal primo minimal . Luego el nimero de ideales primos minimales es
finito. O

17. Corolario: Si A es un anillo noetheriano reducido, entonces
O=piN---Npy

donde p1,...,pn son los ideales primos minimales de A.

18. Ejercicio: Probar que un ideal de un anillo noetheriano es radical si y sélo si es interseccion de
un numero finito de ideales primos.

2.3. Teorema de la base de Hilbert

1. Teorema de la base de Hilbert Si A es un anillo noetheriano entonces Alx] es un anillo
noetheriano.

Demostracion. Sea I C Alz] un ideal. Tenemos que ver que es finito generado:

Sea J C A el conjunto formado por los coeficientes de méximo grado de los p(x) € I. Es ficil ver
que J es un ideal de A. Observemos para ello, que si p(z) = agz™+- -+ an, g(x) = box™+- - -+by, € I,
entonces z™p(x) + z"q(x) = (ag + bo)z" ™ + -+ € I, luego si ag, by € J entonces ag + by € J.

Por ser A noetheriano, J = (b1,...,b.) es finito generado. Asi, existen pi,...,p, € I cuyos
coeficientes de grado maximo son by, ..., b, respectivamente. Ademds, multiplicando cada p; por una
potencia conveniente de x, podemos suponer que grp; = --- = grp,.. Escribamos grp; = m.

Dado p(z) = agx™ + - - - + a,, € I. Supongamos que n > m. Escribamos ag = A1by + - - - + A\.b,-, con
A; € A para todo i. Tenemos que p(z) — > \z" "p; € I 'y gr(p(x) — D Xz ™p;) < grp(z).

Recurrentemente obtendré que

I=(p1,....pr)apw + IN{A+Az+ -+ A2}
Ahora bien I N {A + Az + - + Az™ 1} es un A-médulo finito generado ya que es submdédulo de
{A+Az+---+Az™ 1}, que es un A-médulo noetheriano. En conclusién, si escribimos I N{A+ Az +
s Ax™ Y = (g1, .-, qs) 4, tenemos que I = (p1, ..., Dry 1y - -5 Gs)-
U

2. Definicién : Dado un morfismo de anillos f: A — B se dice que B es una A-algebra. Se dice que
B es una A-élgebra de tipo finito si existen &1, ...,&, € B que generen A-algebraicamente B, es decir,
si el morfismo

(65} (0% {o%] [e}%
A['Tla"'vxn] — B, E Oay,..,0, 1 0 Ty 2 E f(aa17~--7an) 1S
Q1y..0yQn A1y..0yQn

es epiyectivo.

3. Corolario: Sea k un cuerpo. Toda k-dlgebra de tipo finito es noetheriana.
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Demostracion. Todo cuerpo es un anillo noetheriano, luego k es noetheriano. Por el teorema de
la base de Hilbert k[z1] es noetheriano. De nuevo, por el teorema de la base de Hilbert, k[z1,z2]
es noetheriano. En conclusién k[zq,...,z,] es noetheriano y todo cociente klx1,...,x,]/I también.
Luego toda k-algebra de tipo finito es noetheriana.

O

2.4. Morfismos finitos. Teorema de ascenso

1. Definicién: Un morfismo de anillos f: A — B se dice que es finito si B es un A-mddulo finito,
con la estructura natural de A-mdédulo que define f en B (a-b:= f(a) - b). En este caso, también se
dice que B es una A-édlgebra finita.

2. Proposicién: La composicion de morfismos finitos es finito.

finito finito

Demostracion. Sean A — B — C. Es decir, B = Ab; +---+ Ab, y C = Becy + - - - + Be,,. Luego,

C=(Aby+ -+ Aby)er + -+ + (Aby + -+ + Aby)em = Y Abic;

i=1,j=1

En conclusién, A — C' es un morfismo finito.
O

3. Proposicién : Si A — B es un morfismo finito y A — C un morfismo de anillos, entonces
C=A,C — B®gC es un morfismo finito. “Los morfismos finitos son estables por cambio de
base”.

Demostracion. Inmediato. O

4. Corolario: Si A — B es un morfismo finito, entonces As — Bs y A/I — B/I - B son morfismos
finitos
5. Definicién: Sea A — B un morfismo de anillos. Se dice que b € B es entero sobre A si verifica
una relacién del tipo

a4 4a, =0, cona; € A

El teorema de Hamilton-Cayley para los endomorfismos de espacios vectoriales también es cier-
to para los endomorfismos de mddulos. Con precisién, sea M = (mq,...,m,) un A-médulo finito
generado, f: M — M, f(m;) = > a;;jm; un endomorfismo de A-mdédulos; si p.(x) es el polinomio

J

caracteristico de la matriz (a;;), entonces p.(f) = 0. En efecto, consideremos la matriz B = (z,;) de
coeficientes variables y el polinomio caracteristico P.(X) de esta matriz. P.(X) es un polinomio con
coeficientes en Z[z;;] C Q(x;;). Por el teorema de Hamilton-Cayley P.(B) = 0. Por tanto, especial-
izando a x;; = a;j, tendremos que p.(f) = 0.

6. Proposicién : Sean f: A — B un morfismo de anillos y b € B. Denotemos A[b] = {p(b) € B,
para p(x) € Alx]}. El morfismo A — A[b] es finito < b es entero sobre A.

Demostracion. =) Consideremos el endomorfismo de A-mdédulos
Alp] =% Alp]
p(b) — p(b) - b
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Si (a;;) es una matriz asociada a -b en un sistema generador de A[b], entonces el polinomio caracteristico
de (a;;) anula a -b, luego anula a b, luego b es entero sobre A.

<) Sea p(z) un polinomio ménico de grado n con coeficientes en A que anula a b. Entonces
A[b] es un cociente de A[z]/(p(x)). Como A[z]/(p(z)) es un A-médulo generado por 1,...,2" ! se
concluye. O

Observacién: Para la demostracién de =) sélo es necesario suponer que A[b] estd incluido en una
A-dlgebra finita.

7. Ejemplo: Si « es una raiz n-ésima de la unidad, entonces Q — Q(«) es un morfismo finito.

8. Ejemplo: El morfismo Speck[z,y]/(y? — 2 + 23) — Speck[z] definido por (a,3) — « es un
morfismo finito.

9. Proposicién : Sea f: A — B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de B enteros
sobre A forman una A-subdlgebra de B.

Demostracion. Sean by,ba € B enteros sobre A. Tenemos que A — A[b;] es un morfismo finito, y
A[b1] — Alb1, b2] es un morfismo finito porque si by verifica una relacién entera con coeficientes en A,
en particular la verifica con coeficientes en A[b;]. Por tanto, por la proposicién A — Alby, ba]
es un morfismo finito. Luego, por la observacién anterior, todo elemento p(by, by) € A[b1,bs] € B, con
p(z,y) € Alx,yl, es entero sobre A.

O

10. Definicién : Diremos que un anillo integro A es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
3, si todo elemento de X entero sobre A pertenece a A. También se dice que A es un anillo normal.
Se dice que un morfismo de anillos A — B es entero si todo elemento de B es entero sobre A, es
decir, si B es unién de A-subdlgebras finitas.
Sea A — B un morfismo inyectivo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de
B formado por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de fracciones
es un anillo integramente cerrado.

11. Ejercicio: Demostrar que Z es un anillo integramente cerrado en Q.

12. Proposiciéon: Si f: A — B es un morfismo finito e inyectivo, entonces el morfismo inducido
f*: Spec B — Spec A es epiyectivo.

Demostracion. Supongamos que f es un morfismo finito. Dado « € Spec A, el morfismo A, — B, es
finito e inyectivo. Por Nakayama, p, B, # By, luego Spec B, /p; B, # 0. Es decir, la fibra de x es no
vacia, luego f* es epiyectivo.

O

13. Definicién : Llamaremos dimensién de Krull de un anillo A, al supremo de las longitudes de las
cadena de ideales primos de A, o equivalentemente, al supremo de las longitudes de las cadenas de
cerrados irreducibles de Spec A. Denotaremos a la dimensién (de Krull) de A por dim A. Llamaremos
dimensién de Spec A a la dimensién de Krull de A.

14. Ejercicio: Demostrar que la dimensién de Krull de Z y k[z] es uno y la de Clz, y] dos.

15. Proposicién: Toda k-dlgebra finita e integra es cuerpo.
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Demostracion. Sea A una k-algebras finita integra. Dado a € A no nula, la homotecia A % A, b+ b-a
es inyectiva, por ser A integra. Por tanto, por dimensiones, es isomorfismo. Luego a es invertible y A
es cuerpo. O

16. Proposicién: El espectro de una k-dlgebra finita es un nimero finito de puntos cerrados.

Demostracion. Las k-algebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un nimero finito de ideales
primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal obtenemos una k-algebra finita
integra, luego es un cuerpo por la proposicién anterior. Por tanto, los ideales primos minimales son
maximales y hemos concluido. O

17. Teorema: Sea f: A — B es un morfismo finito. El morfismo inducido f*: Spec B — Spec A es
una aplicacion cerrada de fibras finitas de dimension cero.

Demostracion. Sea C' = (J)o un cerrado de Spec B. Debemos demostrar que f*(C) es un cerrado de
Spec A. Consideremos los diagramas

A . B Spec A i Spec B
A/(JNA)——= B/J (JOA)O:SpecA/(JﬁA)?SpecB/J:C
lc

Como A/JNA — B/J es un morfismo finito inyectivo, por[2.4.12| f*|c es epiyectivay f*(C) = (JNA)o.
La fibra de un punto = € Spec A es f*'(x) = Spec B, /p,B,. Observemos que si f* '(z) # ()

entonces B, /p. B, es una A, /p,-dlgebra finita. Por la proposicién [2.4.16] concluimos que f* es de
fibras de dimensién cero y finitas. O

18. Ejercicio: Probar que la inclusién natural k[x] — k[z,y]/(zy — 1) no es un morfismo finito.

19. Teorema del ascenso: Sea f: A — B un morfismo entero. Sean p, C pr C A yp, C B
tdeales primos, de modo que f_l(py) = pg. Eriste un ideal primo p,y C B, de modo que py C pyr y
f7Hpy) = par-

Demostracion. El morfismo A/p, — B/p, es entero e inyectivo, luego epiyectivo entre espectros

(2.4.12)); es decir, f*: (py)o — (pa)o es epiyectivo y existe y' € (py)o tal que f*(y') = 2’ O

Recordemos que la dimensién de Krull de un anillo A es el supremo de las longitudes de las cadena
de ideales primos de A, o equivalentemente el supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados
irreducibles de Spec A. Se denota dim A a la dimensién (de Krull) de A.

20. Corolario: Si f: A — B es un morfismo finito inyectivo, entonces dim A = dim B.

Demostracion. Dada una cadena estricta de ideales primos p; C py C -+ C p, de B, f~1(p1) C
f~Y(p2) € --- C f~Y(pn) es una cadena de ideales primos estricta de A, pues las fibras del morfismo
inducido por f entre los espectros son de dimensién cero, por 2.4.17] Por tanto, dim B < dim A.

Sea ahora una cadena estricta de ideales primos q1 C q2 C -+ C g, de A. Sea p; un ideal primo
de B, tal que f~1(p1) = q1 (existe por . Por el teorema del ascenso, existe po D py tal que
f~1(p2) = q2. Asf sucesivamente, obtendremos una cadena estricta de ideales primos p; C pp C - -+ C
pn de B (de antimagen por f, la cadena de A). Por tanto, dim A < dim B, luego dim A = dim B. O
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2.5. Lema de Normalizacion de Noether. Teorema de los ceros
de Hilbert

1. Definicién: Diremos que Spec A es una variedad algebraica afin sobre un cuerpo k, si A es
una k-algebra de tipo finito. Los cerrados de las variedades algebraicas los llamaremos subvariedades
algebraicas.

Si Ay B son k-dlgebras de tipo finitoy f: A — B es un morfismo de k-algebras, diremos que el
morfismo inducido f*: Spec B — Spec A es un morfismo de variedades algebraicas.

2. Definicién : Sea A una k-algebra. Diremos que &1, . ..,&, € A son algebraicamente independientes
sobre k si el morfismo de k-algebras

kz[ml,...,xn] — A
p(xlw"?xn) Hp(§17>§n)

es inyectivo; es decir, cuando cualquier relacién algebraica 7,  ; ai, i, &' - - in =0, con coeficientes
en k, tenga todos sus coeficientes nulos.

3. Lema de normalizacién de Noether : Sea A = k[&1,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito.
Supongamos que k tiene un nimero infinito de elemento:ﬂ Existe un morfismo finito e inyectivo

Elxi,...,2,] — A
“Toda variedad algebraica afin se proyecta con fibras finitas en un espacio afin”.

Demostracion. Vamos a hacerlo por induccién sobre n. Para n = 0, no hay nada que decir. Supong-
amos que el teorema es cierto hasta n — 1.

Si los {&;} son algebraicamente independientes entre si, entonces k[(1,...,&n] = klx1,...,2p].
Podemos suponer que existe p(x1,...,x,) € k[x1,...,2,], no nulo, tal que p(&1,...,&,) = 0.

Escribamos p(x1,...,2,) = ps(®1,. .., n) + Ds—1(X1,. ., Zn) +...+ po(x1,...,2,) como suma de
polinomios p;(z1,...,z,) homogéneos de grado i. Sean x; = a} + \;z,,, entonces

P(Y + M, Ty g+ Anc1Zns Tn) = Ps(Ay - Anmt, D+

polinomio en x,...,z,_;,z, de grado en z,, menor que s

Asi pues, si elegimos A1,...,A\,—1 € k de modo que ps(A1,...,An—1,1) # 0, tendremos que &, es

entero sobre k[¢,...,&,_1], con & = & — \i&,. Por tanto, la composicién
finito finito
k[xla'”axr] f_) k[6377§;71] — k[é-iw"76:7,71757’7/]:]{[517'~-7£n717§n]
Hip.ind.
es un morfismo finito. O

4. Teorema de los ceros de Hilbert: Sea A una k-dlgebra de tipo finito y m un ideal mazimal.
Entonces A/m es una extension finita de k. En particular, si k es algebraicamente cerrado, entonces
k = A/m: “Todo punto cerrado de una variedad algebraica afin sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado es racional”.

1Esta hipétesis no es necesaria, sélo la imponemos porque la demostracién del lema es algo mas sencilla.
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Demostracion. Obviamente A/m es una k-algebra de tipo finito sobre k. Por el lema de normalizacién
de Noether, existe un morfismo finito inyectivo

klx1,...,x:] — A/m

Por tanto, k[z1,...,z,] ha de tener dimensién cero, luego r = 0 y concluimos. O

5. Ejercicio: Sean X = Spec Ay Y = Spec B dos variedades algebraicas sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado k. Definamos X x; Y := Spec A ® B. Probar que los puntos cerrados de X xj Y son
el producto cartesiano de los puntos cerrados de X y los puntos cerrados de Y.

6. Proposicién: Si f*: X = Spec B — Y = Spec A es un morfismo entre variedades algebraicas
afines, entonces la imagen de un punto cerrado es un punto cerrado.

Demostracion. Si  es un punto cerrado de X e y es su imagen por f*, entonces A/p, — B/m, es
inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/m, es una extensién finita de k, por tanto A/p,
es una k-algebra finita e integra, luego es un cuerpo; es decir, y es un punto cerrado. O

7. Corolario: Los puntos cerrados de un abierto de una variedad algebraica son puntos cerrados en
la variedad algebraica.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica. Todo abierto es unién de abiertos bésicos,
luego basta probar el enunciado para un abierto béasico U, C X. Ahora bien, como A es una k-algebra
de tipo finito entonces A, = A[%] es una k-dlgebra de tipo finito. Luego U, = Spec A, es una variedad
algebraica. Se concluye por la proposicién anterior aplicada a la inclusion U, — X. O

8. Definicién : Diremos que X = Spec A es integra si A es un anillo integro. Diremos que X = Spec A
es reducida si A es un anillo reducido.

9. Corolario (Forma fuerte de los ceros de Hilbert) : Sea A una k-dlgebra de tipo finito. Si
f € A pertenece a todo ideal maximal, entonces es nilpotente. En particular, si X = Spec A es una
variedad algebraica reducida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces una funcion es nula
sty solo si se anula en todos los puntos racionales.

Demostracion. Por el corolario anterior, los ideales maximales de Ay, se corresponden con los ideales
maximales de A que no contienen a f. Por tanto, si f pertenece a todo ideal maximal, entonces el
espectro maximal de Ay es vacio, luego Ay = 0 y por tanto f es nilpotente. O

10. Corolario : Dos subconjuntos cerrados de una variedad algebraica afin son iguales si y solo si
contienen los mismos puntos cerrados.

Demostracion. Una funcién se anula sobre todos los puntos de un cerrado de una variedad algebraica
si y sélo si se anula sobre todos los puntos cerrados del cerrado, por el corolario anterior. Como todo
cerrado son los ceros del ideal de todas las funciones que se anulan sobre €él, hemos terminado. O
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2.6. Teoria de la dimensién en variedades algebraicas

Vamos a desarrollar la teoria de la dimensién en variedades algebraicas apoyandonos fundamen-
talmente en el lema de normalizaciéon de Noether.

1. Definicién: Sea k < ¥ una extension de cuerposy &1, ..., &, € X. Diremos que &, es algebraico so-
bre &1, ...,&,—1 si existe un polinomio p(z1,...,x,) € k[z1,...,2z,] de modo que p(&1,. .., &n—1,&n) =
0y pl&,.-,&n—1,2n) # 0. En caso contrario diremos que &, es algebraicamente independiente de
617 c e ’gnfl

2. Proposicion: Sea k — X una extension de cuerpos y &1,...,&, € . Entonces, &, es algebraico
sobre &1,...,&n—1 < &, es entero sobre k(&1,...,&n—1).

Demostracion. =) Seap(x1,...,x,) € klx1,...,2,] talque p(&1, ..., &n-1,&n) =0y p(&1y- -3 Enm1,Tn)
7é 0. Escribamos p(sla v 7571717 mn) = ao(é-l? oo a€n71>x2+a1(€1u v 7§n71)x;_1+' : '+a7’(§17 v 757171)7
con ag(&1,...,&n—1) # 0. Obviamente

0= p(fla e afn—lagn) = a0(§17 e agn—l)gnr + a1(§17 e a§n—l)€nr71 R ar(€17 e 7€n—1)7

luego
a1(&1, .. 1) e ar(&1y oy €
I 1(& § 1)§n1+"'+ (& €n-1) _
ao(§1s- -5 €n—1) ao(&1s- -5 €n—1)
y &, es entero sobre k(&1,...,&,—1).
<) Consideremos una relacién entera
a1(&1, .. 6n—1) oo ar(&1y .oy €
€7+ 1(&1 £ 1)§n1+"'+ (& €n-1) _
bi(&1s- s 6n—1) br(€1s- -3 €n—1)
entonces multiplicando por b = by - - - b, # 0 obtenemos
b-§;+(b2---br)§;_1+~-~+(b1---b,«,1) =0
Si consideramos el polinomio
p(x1,. . m0) =b(wy, ) -l A+ (ba(wr, ) b (@ )2t
+oo+ (01(@rs e To1) b1 (T, TRm1)
es facil ver que &, es algebraico sobre &1,...,&,_1.
O
3. Proposicion: Las funciones &y, ..., &, € K son k-algebraicamente independientes <= &1,...,&n-1
son k-algebraicamente independientes y &, es algebraicamente independiente de &1,...,&p—1-

Demostracion. =) Es obvio.
<) Sea p(x1,...,x,) € klz1,...,2,] tal que p(&,...,&,) = 0. Entonces p(&1,...,&—1,2,) = 0.

Escribamos p(z1, ..., z,) = >, ai(@1, ..., Tp_1)-x%. Comop(&y, ..., En_1,2n) = 0 entonces a; (&1, ..., &no1) =
0 para todo i. Como &1, ..., &,—1 son k-algebraicamente independientes entonces a;(z1,...,Z,—1) =0
para todo 4, luego p(x1,...,2,) = 0. 0

4. Definicién : Una extensién de cuerpos K — K’ se dice algebraica si todo elemento de K’ es entero
sobre K.
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5. Definicién: Sea k — ¥ una extension de cuerpos. Diremos que &1,...,§, € X forman una
base de trascendencia de ¥ sobre k, si son algebraicamente independientes y k(&1,...,&,) — X es
algebraica; es decir, &1, ...,&, son algebraicamente independientes sobre k y todo elemento de ¥ es
algebraico sobre &1,...,&,.

6. Teorema : Sea k — X una extension de cuerpos, generada por un numero finito de elementos.
Ezisten bases de trascendencia de X3 sobre k y todas tienen el mismo niumero de elementos, llamado
grado de trascendencia de 3 sobre k.

Demostracion. Sea ¥ = k(&1,...,&). Reordenando los generadores si fuera preciso, podemos suponer
que &1, ..., &, son algebraicamente independientes sobre k v &; es algebraico sobre &1, ..., &, para todo
1 > n. Por Y es una extensién algebraica de k(&1,...,&,), luego {&1,...,&,} es una base de
trascendencia de X sobre k.

Por otra parte, sea {y1,...,ym} otra base de trascendencia de ¥ sobre k. Probemos por induccién
sobre i que, reordenando si fuera preciso, 3 es una extensién algebraica de k(&1, ..., &, Yit1s - YUm)s
para i@ < n. Para ¢ = 0 es inmediato. Si ¢ > 1, por hipdtesis de induccién &; es algebraico so-
bre k(&1,...,&-1,Yi,---,Ym), luego &1,...,&, i, ..., ym son algebraicamente dependientes. Como
&1, ...,& son algebraicamente independientes, reordenando y;, ..., ¥, podemos suponer que y; €s
algebraico sobre k(&1,...,&, Yit1,---,Ym). Por tanto se tienen extensiones algebraicas

k(&l?"'a€i7yi+17"'aym><_>k(glw",g’ifl»giayia---;ym> — by

Induccién

luego X es algebraico sobre k(&1, ..., &, Yit1,- -+, Ym). Ahora, si m fuera menor que n, tendrfamos que
¥ es algebraico sobre k(&1 ..., &), contra la hipdtesis de que &1, ...,&m, &mt1 son algebraicamente
independientes. Luego m > n. Por la misma razén n > m y n = m. O

7. Ejemplo: Sea k un cuerpo. El cuerpo k(x1,...,x,) de las funciones racionales del espacio afin
A™ tiene grado de trascendencia n, porque las funciones z1,...,x, forman claramente una base de
trascendencia sobre k.

8. Ejemplo: Sea p(x1,...,2,) un polinomio irreducible no constante con coeficientes en un cuerpo
k. Denotemos k(&1,...,&,) = cuerpo de fracciones de k[z1,...,z,]/(p(21,...,2n)), que se denomina
cuerpo de funciones racionales de la hipersuperficie definida por la ecuacién p(zy,...,z,) = 0. En-
tonces k(&1,...,&,) tiene grado de trascendencia n — 1 sobre k. En efecto, reordenando las variables,
podemos suponer que el grado de p(x1,...,2,) en x, es > 1; es facil ver entonces que {&1,...,&n—1}
es una base de trascendencia.

Notacion: Denotaremos por grtry K el grado de trascendencia de K sobre k, o simplemente por
grtr K cuando se sobrentienda sobre qué cuerpo base.

9. Teorema : Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra. La dimension de Krull de A coincide con
el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccién sobre el grado de trascendencia. Si el grado de
trascendencia del cuerpo de fracciones es cero, entonces es una extensién finita de k, luego A es una
k-algebra finita integra. Por tanto, A es un cuerpo y su dimensién de Krull es cero.

Por el lema de Noether, existe un morfismo finito k[zq,...,z,] — A, que induce un morfismo
finito entre sus cuerpos de fracciones (pruébese)

k(z1,...,2,) = X



2.6. Teoria de la dimensién en variedades algebraicas 47

luego grtr® = grtrk(zy,...,z,) = n. Por otra parte, dimk[zy,...,x,] = dim A, por [2.4.20, Por
tanto, podemos suponer que A = k[z1,...,x,] y tenemos que ver que su dimensién de Krull es n. Sea

0Cpi C--Chpm

una cadena irrefinable de ideales primos de k[z1,...,z,]. Sea p € p1, no nulo e irreducible. Como
klx1,...,2,] es un dominio de factorizacién tnica (p) es un ideal primo, luego (p) = p;. El anillo
klx1,...,2,]/(p) es integro y su cuerpo de fracciones es de grado de trascendencia n— 1. Por induccién
sobre el grado de trascendencia, las cadenas de ideales primos en k[x1,...,2,]/(p) son de longitud
menor o igual que n — 1. Haciendo cociente por (p), la cadena anterior define una cadena

0CP2C - Chm

luego m — 1 <n—1ydimA < n. Por otra parte
0C (z1) C(z1,22) T+ C(21,...,2p)
es una cadena de longitud n, luego dim A > n. En conclusién A tiene dimensién de Krull n. O

Observemos que dim A = dim A,eq. Por tanto, la dimensién de una variedad irreducible Spec A
coincide con la dimensién de Spec A,eq, que es una variedad algebraica integra. En general, toda
variedad algebraica es unién de variedades algebraicas irreducibles y la dimensién de la variedad es el
maximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles.

10. Ejercicio: Sean X = Spec A, Y = Spec By X X; Y := Spec A ®; B variedades algebraicas.
Demostrar que
dim(X x5 V) =dim X +dimY

11. Ejercicio: Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea C' C X un
cerrado. Demostrar que

dim C > dim f(C)

12. Teorema del ideal principal de Krull: Sea X = Spec A una variedad algebraica integra. Sea
f € A, no nula ni invertible. Entonces

dim(f)o=dim X — 1

Es mds, todas las componentes irreducibles de (f)o son de dimension dim X — 1.

Demostracion. Si X = Speck[zy,...,2,] y descomponemos f = pp-...-ps en producto de irreducibles,
tenemos que (f)o = U(p;)o- Basta probar que dim(p;)g = n— 1. Ahora bien, el grado de trascendencia
del cuerpo de funciones de k[xy,...,2,]/(p;) es n — 1, luego dim(p;)g =n — 1.

Escribamos (f)g = C; U --- U Cs como unién de componentes irreducibles. Tenemos que probar
que dimC; = dim X — 1. Sea a € A que se anule en todo Co U --- U Cy y no se anule en todo Cj.
Por 2.6.9, dim X = dim U, y dim C; = dim C; N U,. Ahora bien, C; N U, coincide con los ceros de f
en U,. En conclusién, si probamos que la dimensién de los ceros de f en U, es igual a dimU, — 1,
tendremos que dim C7 = dim X — 1. Sustituyendo X por U, podemos suponer que (f)g sélo tiene una
tnica componente irreducible.

Consideremos, por el lema de normalizacién de Noether, un morfismo finito klx1,...,z,] — A.
La inclusién i: k[x1, ..., 2,][f] = A es un morfismo finito inyectivo. Ademés, i* ' ((f)o) = (f)o luego
i*((f)o) = (f)o. Por tanto, la dimensién de (f)g en Speck[z1,...,x,][f] es la misma que la de (f)o
en Spec A. Por tanto, podemos suponer que A = k[z1,...,z,][f].
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Sea p(x1,...,%Tn, Tnt1) un polinomio irreducible tal que p(z1,...,z,, f) = 0. El epimorfismo

klxy, ..., zne1]/(p(@1, ..y Tny Tng1)) = Kz, .o 20][f], Tne1 — f

es un isomorfismo, porque k[x1,...,Znt1]/(p(z1, ..., Tn, Tny1)) es un anillo de dimensién n, {ntegro
y si hubiese ntcleo la dimensién de k[x1, ..., x,][f] serfa menor que n.
En conclusién A = k[zq,...,2n11]/(p(21, ..., Zn,Tpy1)) ¥ [ = Tpy1. Por tanto,

dlm(f)o = dlmA/(f) = dim ]{}[371, v ,ajn+1]/(p(x1, ‘e 7377177371—&-1); Z‘n+1)
=dimk[zy,...,2,]/(p(z1,...,2,,0)) =n—1

O

13. Definicién : Una cadena de cerrados irreducibles diremos que es maximal si no estd incluida en
ninguna otra mayor.

14. Corolario : Todas las cadenas mazimales de cerrados irreducibles de una variedad algebraica
irreducible tienen la misma longitud, que es la dimension de Krull de la variedad.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica irreducible. Como Spec A = Spec A,eq, pode-
mos suponer que la variedad algebraica es integra. Demostraremos el corolario por induccién sobre la
dimensién de Krull.

Sea X D X1 D -+ D X,, una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f € A una funcién no
nula que se anule en X;. Si (f)g =Y1U---UY, es la descomposicién de (f)o en cerrados irreducibles,
X1 es una de las componentes de la descomposicién. Por el teorema anterior dim X; = dim X — 1,
luego por induccién sobre la dimension m — 1 = dim X; = dim X — 1, y por tanto m = dim X. O

15. Definicién : Se dice que una variedad algebraica es catenaria si todas las cadenas maximales de
cerrados irreducibles con extremos cualesquiera prefijados tienen la misma longitud.

16. Corolario: Las variedades algebraicas son catenarias.

Demostracion. Sean Y DY’ cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Toda cadena maxi-
mal de extremos Y e Y’ induce, adjuntando una cadena maximal de Y’, una cadena maximal de Y,
luego tiene longitud dimY — dim Y, por el corolario anterior. O

17. Proposiciéon: Si X = Spec A es una variedad algebraica irreducible y x € X un punto cerrado,
entonces dim X = dim A,.

Demostracion. La dimensiéon de Krull de A, coincide con la méaxima longitud de las cadenas de
cerrados irreducibles de X que pasan por x. Ahora bien, todas las cadenas maximales de cerrados
irreducibles tienen longitud dim X.

O

18. Proposicién : Sea X = Spec A una variedad algebraica irreducible de dimension n e Y C X
una subvariedad algebraica irreducible de dimension m. El numero minimo r para el cual existen
r funciones fi,... [, de X tales que una de las componentes irreducibles de (f1,..., fr)o sea Y es
r=n—m (puede imponerse ademds que todas las componentes sean de dimension m).
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Demostracion. Es facil probar, aplicando recurrentemente el teorema del ideal principal de Krull, que
todas las componentes irreducibles de (f1,..., f.)o tienen dimensién mayor o igual que n — r. Por
tanto, tenemos que probar sélo la existencia de tales funciones para r = n — m.

Sea f1 una funcién que se anule en todo Y y no en X. Escribamos (f1)o = U;C;, donde C; son
cerrados irreducibles de dimensién n — 1. Sea fy una funcién que se anule en todo Y y no se anule en
todo Cj, para cada i. Existe tal funcién: sea g; que se anule en Y y en todos los C; para j # 4, y no
se anule en todo Cj, entonces fo =), g;- Tenemos que (fi, f2)o es unién de cerrados irreducibles de
dimensién n — 2 y (f1, f2)o contiene a Y. Siguiendo de este modo obtenemos las funciones fi,..., f,
requeridas.

O

19. Corolario: Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensionn y x € X un punto cerrado.
El niimero minimo de funciones f1,..., f tales que (f1,..., fr)oNU = {x}, en algin entorno abierto
Udex, esr=n.

20. Ejercicio: Sean Y, Y’ subvariedades irreducibles de A™. Llamemos codimensién de Y en A™, que
denotaremos codimY, a n — dim Y. Supongamos que Y NY”’ # 0. Demuéstrese que

codimY + codimY’ > codim(Y NY”)

21. Ejercicio: Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea y € f(X)
un punto cerrado. Demuéstrese que

dim f~'(y) > dim X — dim f(X)

2.7. Problemas

1. Sea I un ideal de un anillo A y sea S un sistema multiplicativo de A. Probar que Ig es un ideal
del anillo de fracciones Ag. Cuando I = a1A+ ...+ a,A, probar que Is = a1As+...+a,As;
es decir, un sistema de generadores de Ig se obtiene localizando un sistema de generadores de
1.

2. Si S es un sistema multiplicativo de una anillo noetheriano A, probar que el anillo Ag es
noetheriano.

3. Sea C(X) el anillo de las funciones reales continuas sobre un espacio topolégico metrizable X y
sea z un punto de X. Consideremos el ideal maximal m de C(X) formado por las funciones que
se anulan en z. Probar que m = m?2. (Indicacién: Si f € m, entonces f = sup(f,0) —sup(—f,0),
y se reduce al caso en que f no toma valores negativos.)

Si m es un ideal finito-generado, usar el lema de Nakayama para concluir que mO = 0, donde
O = C(X)m denota el anillo de gérmenes en = de funciones continuas, y que = es un punto
aislado de X. Concluir que si algin punto x de X no estd aislado, entonces el anillo C(X) no es
noetherianos.

4. Sea n el ideal de C*°(R) formado por las funciones que se anulan en algin entorno del punto
x = 0. Demostrar que el ideal n no es finito-generado y concluir que los anillos C*°(R™) no son
noetherianos cuando n > 1.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Sea m, el ideal maximal de C*°(R) formado por las funciones que se anulan en el punto 0. Probar

que O = C*>®(R); es el anillo de gérmenes de funciones diferenciables en el punto z = 0. Sea I
el ideal O formado por los gérmenes cuya serie de Taylor en x = 0 es nula. Probar que I =T
y concluir que el anillo O no es noetheriano.

. Sea M un A-mdédulo noetheriano. Probar que todo endomorfismo epiyectivo f: M — M es un

isomorfismo. (Indicacion: Considerar los submédulos Ker f".)

Sean N y N’ dos submdédulos de un A-médulo M tales que M = N’ + N. Probar que M es un
A-médulo noetheriano si y sélo si N y N’ son A-médulos noetherianos.

Sean N y N’ dos submédulos de un A-médulo M tales que 0 = N’ N N. Probar que M es un
A-médulo noetheriano si y sélo si M/N y M/N' son A-médulos noetherianos.

Sea M un A-médulo noetheriano y N un A-médulo de tipo finito. Probar que Hom 4 (N, M) es
un A-médulo noetheriano.
Sea A un anillo noetheriano. Probar que r(A4)™ = 0 para algin exponente n.

Si I es un ideal de A, probar que r(I)™ C I para algin exponente n.
.Es noetheriano el anillo [ Z?

Sea X = Spec A una variedad algebraica afin integra sobre un cuerpo k. Probar que A =
(N.ex A donde la interseccién se toma en el cuerpo ¥y de funciones racionales sobre X. (In-
dicacion: Si una funcién racional g/ f estd en todos los anillos locales A,,, probar que fA C gA
localizando en los puntos de X).

Demostrar que cualquier sistema de n generadores de un A-moédulo libre de rango n forman
una base. (Indicacidn: Aplicar el lema de Nakayama al nicleo del epimorfismo A™ — A™ para
demostrar que es nulo).

Se dice que un espacio topolégico X es noetheriano si toda sucesion estrictamente decreciente
de cerrados de X es finita. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Todo espacio noetheriano es compacto.

b) Todo subespacio de un espacio noetheriano es noetheriano.

¢) Todo espacio noetheriano es unién finita de subespacios irreducibles, y tiene un nimero fini-
to de componentes irreducibles (Indicacion: Si un espacio X no es unién finita de cerrados
irreducibles, probar que algin cerrado propio tiene también tal propiedad.)

d) El espectro de cualquier anillo noetheriano es un espacio topolégico noetheriano. Concluir

que todo anillo noetheriano tiene un nimero finito de ideales primos minimales.

Probar que un espacio topoldgico es noetheriano precisamente cuando todos sus abiertos son
compactos.

Dar un ejemplo de un anillo no noetheriano A tal que su espectro sea un espacio topoldgico
noetheriano.

Probar que el soporte Sop (M) de un A-mddulo noetheriano es un subespacio cerrado noetheri-
ano de Spec A.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Sea {Uy,} un recubrimiento de Spec A por abiertos bésicos. Probar que un A-médulo M es
noetheriano si y sélo si My, es un Ay,-moédulo noetheriano para todo indice i.

Hallar un generador del ideal maximal del anillo local de la curva plana compleja y? = 22 + 23
en el punto (—1,0). Andlogamente en los puntos (1, —v/2), (1,v/2), (=2, —2i).

Sea O el anillo local en el origen del plano afin sobre un cuerpo k. Determinar si el ideal maximal
m de O esté generado por z + y + 22, © + y3. Andlogamente para 1 + z + y*, x + y? v para
z/(1-y+2?),y/(2+z—y).

Hallar la primera potencia de m que estd contenida en el ideal (y — 22, zy). Andlogamente para
los ideales

(@ +y* = 2y,y+2%), (z/(1+y), (@ +y°)/(1-2))

Probar que la funcién = genera el ideal maximal m del anillo local en el origen de la curva plana
compleja y = 22 + 32, Determinar la potencia de m que genera cada una de las funciones v,
y+ 2%y, y — 22, xy — x° sobre tal curva.

Sea X una variedad algebraica afin integra. Si dos morfismos de X en otra variedad algebraica
afin coinciden en un abierto no vacio de X, probar que coinciden en X.

Sea k — K una extensién finita de cuerpos y X = Spec A una k-variedad algebraica. Probar
que el morfismo natural X = Spec A ®; K — X = Spec A de cambio de base es epiyectivo y
cerrado.

Sea A un anillo integro y a € A no invertible, ni nula. Probar que el morfismo de localizacién
A — A, no es finito.

Sea m: X = Spec A — A' = Spec k[x] un morfismo finito y supongamos que X es una variedad
algebraica integra (de dimensién 1). Probar que el ntimero de puntos (contando multiplicidades)
de las fibras de 7 es constante.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano. Probar que I = r(I) si y s6lo si I es interseccién de un
numero finito de ideales primos.

Calcular los ideales maximales de Clxy, ..., 2,] v Cla1, vo, 23] /(23 + 23 + 23 — 1).

Probar que si X e Y son variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado, entonces X x5 Y es integra. (Indicacién: Usar el teorema de los ceros de Hilbert).

Sea X = Spec A una variedad integra sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Probar que
para toda extensién k — K, la variedad Xx = Spec A ®j K es integra. (Péngase K unién de
dlgebras finito generadas).

Sea k el cierre algebraico de k. Probar que dos iQeales primos p = (fi)ier, 4 = (gj)jes de
E[z1,...,z,] son iguales siy sélo si las soluciones en k de los dos sistemas de ecuaciones { f; = 0},
{g; = 0} son las mismas.

Sean X, Y variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k y sean Yx, Xy sus respectivos
cuerpos de funciones racionales. Si ¢: Y — X es un morfismo que transforma el punto genérico de
Y en el punto genérico de X (lo que equivale a que tenga imagen densa), induce un morfismo de k-
algebras ¥ x — Xy. Diremos que ¢ es un morfismo de grado n cuando ¥y sea una extensién finita
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32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

de grado n de ¥ x. Los morfismos de grado 1 se llaman morfismos birracionales. Diremos que X e
Y son birracionalmente equivalentes si sus cuerpos de funciones racionales son extensiones de k
isomorfas: Y x ~ Xy . Las variedades algebraicas birracionalmente equivalentes al espacio afin se
llaman racionales. Es decir, una variedad algebraica sobre k es racional si su cuerpo de funciones
racionales es isomorfo a un cuerpo de fracciones racionales k(z1,...,z,) con coeficientes en k.

a) Sea C la ctibica plana y? = 22 + 22, El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C, 2z =121,y =3 —t. Calcular el 4rea del “ojo del lazo” definido por la curva
y?2 =22 + 28,

b) Sea C la ciibica plana y? = 2. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al = O,z =12 y=1%

Supéngase conocido el siguiente resultado:“Si k& — K es una extensién finita de cuerpos de
caracteristica cero, entonces existe un £ € K de modo que K = k(§)”. Demostrar que toda
variedad algebraica integra, sobre C, es birracionalmente isomorfa a una hipersuperficie de un
espacio afin.

Poner un ejemplo de variedad algebraica que sea la unién de dos componentes no disjuntas, una
de dimensién 2, la otra de dimensién 1.

Sean p(z,y) y ¢(x, y) polinomios de k[x, y] sin factores comunes. Demostrar que k[x, y]/(p(x,y), ¢(z,y))

es una k-algebra finita.

Sea m C k[x1,...,2,] un ideal maximal. Probar que m estd generado por n funciones ;Puede
estar generado por n — 1 funciones?

Calcular la dimensién de Krull de Clz,y, 2]/(z? + % + 22 — 1,4% — 23).

Sea f: X — Y un morfismo de imagen densa entre variedades algebraicas irreducibles. Probar
que el conjunto de puntos y € Y tales que la dimensién de Krull de f~1(y) es igual a dim X —
dim Y contiene un abierto no vacio de Y.

Sea k el cierre algebraico de k y X = SpecA una variedad algebraica. Establezcamos en
Esp A(k) = Homy_q14(A, k) la siguiente relacién de equivalencia: f ~ g si y sélo si existe

un h € Auty_q4(k) de modo que f = h o g. Probar que

Esp A(k)/ ~= {Conjunto de los puntos cerrados de X}

Sea X el cierre algebraico de k(z1,...,2,) y X = Spec A una variedad algebraica de dimensién
n. Establezcamos en Esp A(X) = Homy_qi4(A, X) la siguiente relacién de equivalencia: f ~ g si
y s6lo si existe un h € Auty_q14(X) de modo que f = hog. Probar que

EspAX)/ ~=X

Sea
p1(x1,...,2,) =0

pr(T1,. o) =0
un sistema de ecuaciones algebraicas con coeficientes niimeros racionales. Probar que el con-
junto de soluciones complejas de este sistema, mddulo las transformaciones inducidas por los
automorfismos de cuerpos de C, es igual a SpecQ[z1,...,z,]/(P1,.-.,Dr)-
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Descomposicion primaria en anillos
noetherianos

3.1. Introduccion

Llamemos variedad algebraica a la variedad de soluciones de un ideal. Un primer resultado inmedi-
ato de la teoria de variedades algebraicas es que una variedad V es irreducible, es decir, no es unién
propia de dos variedades algebraicas, si y solo si el ideal de todas las funciones que se anulan en V' es
un ideal primo. En general, toda variedad algebraica V' es unién de un ntmero finito de variedades
algebraicas irreducibles. En términos de ideales, todo ideal radical es interseccién de un nimero finito
de ideales primos.

Puede parecernos que dado un ideal I es siempre mejor considerar r(I) en vez de I. Pongamos un
ejemplo sencillo en el que nos interese el ideal I: Consideremos el ideal (z,y% — z) o el sistema

z=0
y2—x=0
la variedad de soluciones de este sistema es el punto x = 0,y = 0. Tenemos que I = (z,y% —

x) = (z,y?) y r(I) = (x,y). Podemos pensar la variedad de soluciones dada, como el conjunto de
puntos de corte de la recta z = 0 con la pardbola y> — 2 = 0, y como esta recta es tangente a la
parabola nos gustaria afirmar que la variedad de soluciones es “el origen contado dos veces”. De esta
afirmacién “queda rastro” en el ideal I pero no en r(I). En conclusién, cuando estudiamos el sistema
de ecuaciones definido por I, si consideramos solo el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones
(0 equivalentemente, consideramos sélo r(I)) perdemos informaciéon que puede ser esencial, sobre todo
en una teoria fina de interseccién de variedades.

El ideal (z,y? — x) es el ideal de polinomios p tales que p(0,0) = 0 y 2—5(0,0) = 0, que hemos
expresado de modo més impreciso como ideal de funciones que se anulan dos veces en el origen.
En general, demostraremos que los ideales I son los ideales de polinomios que se anulan en ciertas
variedades irreducibles y cumplen ciertas condiciones infinitesimales (no preciso este concepto) a lo
largo de estas variedades irreducibles. Si llamamos ideal primario al ideal de funciones que se anula
en una variedad irreducible y cumple ciertas condiciones infinitesimales a lo largo de ella, el resultado
fundamental de la teoria de descomposiciones primarias afirma que todo ideal es interseccién de un
ndmero finito de ideales primarios. En conclusién, dar un sistema de ecuaciones algebraicas equivale

93
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a dar un numero finito de variedades algebraicas irreducibles y condiciones infinitesimales a lo largo
de ellas. Euclides se habria sorprendido si hubiese sabido que su Teorema de Euclides era la punta del
iceberg de un teorema geométrico.

3.2. Ideales primarios. Interpretacion geométrica

Queremos demostrar que todo ideal de un anillo noetheriano viene definido por condiciones in-
finitesimales en un nimero finito de puntos del espectro. Desde el punto de vista aritmético, esto
puede entenderse como el teorema de Euclides para anillos noetherianos. Comencemos con los ideales
primarios que seran los definidos por condiciones infinitesimales en un punto.

1. Definicién: Sea A un anillo. Un ideal q # A es primario si todo divisor de cero de A/q es

nilpotente; es decir:
abeq, a¢q = b" € qparaalginn > 1

2. Ejemplo: 1. Los ideales primos son primarios.

2. Si p € Z es un ntimero primo entonces (p™) es un ideal primario de Z. Igualmente si p(z) € k[x]
es un polinomio irreducible entonces (p(x)™) es un ideal primario de k|x]

3. Definicién: Dado un ideal I C A, llamaremos radical de I, y lo denotaremos (1), a
r(I) ={a € A: a" € I para algin n € N}

Observemos que si m: A — A/I es el morfismo de paso al cociente, entonces el radical de I es la
antimagen por 7 del radical de A/I. Por tanto, el radical de un ideal es la interseccién de los ideales
primos que lo contienen.

4. Proposicion: El radical de un ideal primario es un ideal primo.

Demostracion. En efecto, sea p el radical de un ideal primario q. Si ab € p y a ¢ p, entonces (ab)™ € q
para algin n > 1y a” ¢ q para ningtin r. Como ¢ es primario, alguna potencia de b™ ha de estar en
q, luego b € p. O

Sea g un ideal primario. Diremos que q es un ideal p-primario 6 que p es el ideal primo asociado a
q cuando p es el radical de q. En tal caso, si A’ — A es un morfismo de anillos, es sencillo comprobar
que A’ N q es un ideal (A’ N p)-primario de A’.
5. Proposicién: Sim es un ideal mazimal, entonces todo ideal de radical m es primario. En partic-
ular, todas las potencias m™ son ideales m-primarios.

Demostracion. Si I es un ideal de radical m, entonces m es el tnico ideal primo que contiene a I.
Por tanto, A/I tiene un tnico ideal primo, luego todo elemento de A/I es invertible o nilpotente; en
particular, todo divisor de cero es nilpotente. O

Si el anillo A es noetheriano, cada ideal contiene una potencia de su radical, asi que todo ideal
m-primario es de la forma 7~1(g) para algin ideal g de A/m” (donde 7: A — A/m" es el morfismo de

paso al cociente). En el caso del anillo A = C[z1, ..., z,], si consideramos el ideal maximal m formado
por todos los polinomios que se anulan en cierto punto racional (ay,...,a,) y ponemos t; = z; — a; ,
entonces

Polinomios de grado
A/mT = (C[tl,...,tn]/(tl,...,tn)r =
<renty,...,t,
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y la reduccién moédulo m” de cualquier polinomio coincide con el clasico desarrollo de Taylor hasta
el orden 7 — 1 en el punto (ay,...,a,). Por tanto, el ideal m-primario ¢ estd formado por todas
las funciones f € A cuyo desarrollo de Taylor f € A/m", en el punto definido por m, satisface las
relaciones impuestas por cierto ideal g de A/m". Por ello diremos que los ideales primarios de radical
maximal m, son los ideales definidos por condiciones infinitesimales en el punto cerrado .

Una base del C-espacio vectorial dual de A/m", la constituyen las formas lineales

olel
Wog =7 F——
« 8(¥1x1 e 8an,xn
. = la
con a = (ag,...,a,) y o] = a1+ + a, < r, definidas por w,(f) = m(al, ..., ap). Por
tanto, todo ideal de A/m” estd definido por un sistema de s-ecuaciones
Z Niawa(f) =0, 1<i<s
lal<r
Afadamos la ecuacién redundante, f(ai,...,a,) = 0. Es decir, los ideales m-primarios son ideales

generados por las funciones f que verifican un sistema de s-ecuaciones

a\a\ .
E )\i)am(al,...7an):0, 1§Z§5
0<|al<r

f(ala"'aan):O

(variando r, s,A; o se obtienen todos los ideales m-primarios).
Por tanto, cada ideal m-primario viene definido por ciertas relaciones entre las derivadas parciales
iteradas en el punto (aq,...,a,).

6. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y sea q un ideal p,-primario.
1. Sip, corta a S, entonces qAg = Ag .
2. Sip. no corta a S, entonces qAg es un ideal p,As-primario y q = AN (qls) . En particular:
q=AN(q4z)

Por tanto, dos ideales p,-primarios coinciden si coinciden al localizar en x.

Demostracion. 1. Sis € SNp,, entonces q contiene alguna s™, que es invertible en Ag; luego gAgs = Ag.

2. Si SNy, =0, entonces p, Ag es un ideal primo de Ag y es facil comprobar que qAg es un ideal
prAg-primario. Por ultimo, veamos que q = AN (qAg). Si f € AN(qAg), entonces sf € q para algin
s € S. Ninguna potencia de s estd en q, luego f € ¢. Por tanto, AN (qAs) C g. La inclusién contraria
es evidente. O

Sea p, el ideal primo de un punto x € Spec A. Denotemos m = p, A,.. Los ideales de A, de radical
m son precisamente los ideales m-primarios, porque m es maximal (estos ideales deben llamarse ideales
de condiciones infinitesimales en el punto x, pues en el caso noetheriano vienen determinados por los
ideales de los anillos A,/m"A,). Por tanto, si ¢ es un ideal p,-primario y A es noetheriano, existe un
r y un ideal q de A, /p. A, tal que

q=n""'(q)
siendo 7: A — A, /p- A, el morfismo natural. Reciprocamente, si ¢ = 7~ 1(g), entonces q es un ideal
p-primario.
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7. Ejemplo: Si un ideal primo p no es maximal, pueden existir ideales de radical p que no son
primarios. Fijemos en un plano afin un punto racional p y una recta r que pase por él. Sea m,, el ideal
maximal del punto y p, el ideal primo del punto genérico de la recta. Consideremos ahora el ideal
I = m,%Np,, que son los polinomios que se anulan en la recta r y sus derivadas parciales se anulan
en el punto fijado p. El radical de I es

r(l) = T(m;DQ) Nrip,) = mp NP, =Py

pero el ideal I no es primario: si fuese primario seria p,-primario. Al localizarlo en r, coincide con la
localizacion de p,- en r, por tanto I coincidiria con p.., lo cual es falso.

Puede incluso darse el caso de que una potencia de un ideal primo no sea un ideal primario. Por
ejemplo, sea A = k[x,vy,2]/(z? + y? — 2?) el anillo de las funciones algebraicas sobre un cono en A3
y sea pgt = (x,y — 2) el ideal primo de A definido por una generatriz. El ideal py:? no viene definido
por condiciones infinitesimales en el punto genérico de tal generatriz; es decir, py:? no coincide con
AN pthAgt sino que involucra ademads condiciones en el vértice del cono, pues las funciones de pgtz
deben cumplir ademds la condicién de estar en m?, donde m denota el ideal maximal del vértice del
cono. En efecto, la ecuacién del plano tangente al cono a lo largo de la generatriz estd en AN pgtzAgt
pero no esta en pgt2 porque no pertenece a m2. Luego el ideal pth no es primario.

3.3. Existencia y unicidad de las descomposiciones primarias

1. Definicion: Diremos que un ideal q de un anillo A es irreducible si no es interseccién de dos
ideales estrictamente mayores; equivalentemente, si el ideal 0 de A/q no es interseccién de dos ideales
no nulos.

2. Lema fundamental: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal irreducible q # A es primario.

Demostracion. Sea q irreducible y sea b € A/q un divisor de cero. Sea b: A/q — A/q la homotecia de
razon b. Se tiene que

0#£ Kerb CKerb?> C --- CKerd” C ---

Como A/q es noetheriano, Ker b = Ker b" ! para algtin n. Por tanto, (Ker b) N (Im ™) = 0. Como
q es irreducible, debe ser Kerb =0 é Imbd™ = 0. Por hipétesis Kerb # 0, luego Imb™ = 0 y por tanto
b es nilpotente. O

3. Teorema de existencia: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal I # A es interseccion finita de
ideales irreducibles de A. Por tanto, todo ideal I # A es interseccion finita de ideales primarios de A.

Demostracion. Basta ver que si I no es irreducible entonces I = I; NI’ con I; irreducible e I C I’

#
(pues con I’ se repite el argumento y asi sucesivamente y se concluye por noetherianidad). Si I no
es irreducible, entonces es intersecciéon de ideales propios: I = I; N Jy. Si I es irreducible hemos
terminado; si no, Iy = I11 N I, luego I = I11 N 115 N Ji. Sila inclusién I C I1o N J;p es estricta,
tomamos I, = I11,Jy = I15 N Ji; si no, tomamos I = I3, Jo = J;. En ambos casos obtenemos de
nuevo que I = I, N Jy , con I C Jo, ademéds I; C I. Asi sucesivamente, el proceso es finito por

noetherianidad, luego para cierto n, I = I,, N J,, con I, irreducible e T % Jp por construccion. O
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4. Definicién : Sea I un ideal de un anillo A. Diremos que una descomposicién I = q;N...Ng, como
interseccién de ideales primarios de A es una descomposicién primaria reducida de I cuando no tenga
componentes redundantes (i.e., no puede eliminarse ninguno de los g; en la igualdad) ni componentes
asociadas a un mismo ideal primo (r(q;) # r(q;) cuando ¢ # j).

5. Proposicién: Siq y q son dos ideales p,-primarios entonces qNq' es p,-primario.
Demostracion. Al lector. O

Si un ideal de un anillo puede descomponerse como interseccién finita de ideales primarios, agru-
pando los términos de igual radical obtenemos una descomposicién primaria en que todos los términos
tienen radicales diferentes. Eliminando entonces términos redundantes, si los hubiera, se obtiene una
descomposiciéon primaria reducida. En conclusién, si un ideal admite una descomposicién primaria,
entonces admite una descomposicion primaria reducida.

6. Teorema de unicidad de las componentes no-sumergidas: Sea I un ideal de un anillo A y
sea p, el ideal primo de las funciones que se anulan en una componente irreducible de (I)g. Si I = Ng;
K3

es una descomposicion primaria reducida, entonces p, es el radical de una componente q; y

Por tanto, las componentes q; cuyos radicales son minimos (entre los primos que contienen a I), son
unicas.

Demostracion. Escribamos (I)g = C1U- - -UC,. como unién de sus componentes irreducibles. Si escribi-
mos C; = Z;, sabemos que Pz, ,..., Py, son los ideales primos minimos conteniendo a I. Denotemos
T(ql) = Py;>
(o =(a1)oU - (an)o = (pyJo U+ U (py)o =51 U ¥n

Dado z; existe un j tal que z; € g;, luego Z; C g; C (I)o. Por tanto, Z; = §; y =; = y;. En conclusién,
los ideales primos {p,,, ..., Py, } son ideales primos que contienen a I y contiene a los ideales minimos
que contienen a I.

Supongamos que p, es el radical de una componente ;. Ahora, si j # i, entonces q;A; = Az,
porque 7(q;) corta al sistema multiplicativo A — p,.. Por tanto

IA, = F% qu:v = qua:
j=1

y, por concluimos que q; = AN (q;4,) = AN (TA,). O

Si I = N;q; es una descomposicion primaria reducida, las componentes q; cuyos radicales son
minimos se denominan componentes no sumergidas. Una componente q; estd sumergida cuando sus
ceros estdn contenidos estrictamente en los ceros de alguna otra componente: (q;)o C (q;)o. Las

componentes no-sumergidas corresponden a los puntos genéricos de las componentes irreducibles de
(I)o, mientras que las componentes sumergidas estdn asociadas a puntos méas pequeinios de (I)p.

7. Corolario : Si los ceros de un ideal I de un anillo noetheriano son puntos aislados, la descom-
posicion primaria reducida de I es inica salvo el orden.

Las componentes sumergidas no son unicas pero si lo son sus radicales, como vamos a demostrar.
Seaa € Ael C A un ideal. Denotaremos

(I:a)={beA:a-bel}
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8. Proposicién: Sea q C A un ideal p-primario. Se verifica

v J A siacq
(qa)_{q/ Sia%q

siendo q' un ideal p-primario que contiene a (.
Demostracion. Es una sencilla comprobacién. O

9. Teorema: Sea A un anillo noetheriano. Sea I = q1N- - -Nq, una descomposicion primaria reducida
de I. Un ideal primo p es un ideal primo asociado a un primario de la descomposicion primaria de I
sty sdlo si existe a € A de modo que (I: a) = p.

En particular, los primos asociados a una descomposicion primaria reducida de un ideal son in-
dependientes de la descomposicion.

Demostracion. Observemos que (I: a) = (ﬁlqi: a) = ﬁl(qi: a). Por la proposicién anterior, es facil

concluir que si (I: a) = p, entonces p es un ideal primo asociado a la descomposicién primaria.
Reciprocamente, supongamos p = r(qy). Sea a € .qu y a ¢ q1; por la proposicién anterior

(I:a) = (q1: a) y es un ideal p-primario. Si (q1: a) 752;37 sea p” la primera potencia contenida en

(qi:a) yseabep™ L bée (q1: a). Entonces (I: ab) = p. O

10. Definicion: Sea A un anillo noetheriano. Llamaremos ideales primos asociados a un ideal I a
los radicales de las componentes de cualquier descomposicién primaria reducida de I.

Veamos ahora que los A-mdédulos A/p,, € Spec A, son los “ladrillos” de la categoria de los
A-médulos noetherianos. El significado preciso viene dado por el siguiente teorema.

11. Teorema: Sea M un A-mddulo noetheriano. Existe una cadena de submddulos
O=MycM;C---CM,=M
tal que M;/M;_1 ~ A/p;, con p; primo.

Demostracion. Sea m un elemento no nulo de M. Entonces, A/« ~ (m) C M. Existe a € A/a cuyo
anulador es p1, siendo p; un primo asociado a «. Luego A/p; C M. Tomando M; = A/p; y repitiendo
el argumento para M /M se obtiene A/py C M/M;. Sea My = w~1(A/ps), siendo m: M — M/M; el
morfismo de paso al cociente; asi sucesivamente se concluye por noetherianidad.

O

Hasta ahora, hemos desarrollado la descomposicion primaria de los ideales de un anillo noetheriano.
De modo totalmente andlogo podemos desarrollar la descomposiciéon primaria en mdédulos noetheri-
anos. Indiquemos la linea argumental y dejemos al lector las demostraciones.

12. Definicién: Un submddulo M’ C M diremos que es primario, si los elementos del anillo que son
divisores de cero en M /M’ (es decir, la homotecia definida por el elemento tiene niicleo no trivial)
son nilpotentes en M /M’ (es decir, la homotecia definida es nilpotente).

13. Definicién: Un submddulo M’ C M diremos que es irreducible si no es interseccién de dos
submodulos estrictamente mayores de M.

14. Proposicién: Los submddulos irreducibles son primarios.

15. Teorema : Todo submddulo de un modulo noetheriano es interseccion de un numero finito de
submddulos primarios.
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16. Proposicién: Si M’ C M es un submddulo primario, entonces el anulador de M /M’ es un ideal
PTiIMario.

Si M’ es un submddulo primario y p es el radical del anulador de M/M’, entonces diremos que
M’ es un submdédulo p-primario.

17. Proposicién: Si My,My son submddulos p-primarios entonces My N My es p-primario.

Por tanto, existen descomposiciones primarias reducidas de los submdédulos de un médulo noethe-
riano.

Dados m € M y M' C M, denotaremos (M': m) ={a € A: am € M'}.

18. Proposicién: Sea M’ C M un submddulo primario. Sea q el anulador de M/M' y p el radical
de q. Se verifica
A siae M’

(M/:m):{q/ SZ'CL¢M/

siendo q' un ideal p-primario, que contiene a q.

19. Proposicién: Sea M’ = My N---N M, una descomposicién primaria reducida de M'. Un ideal
primo p es un ideal primo asociado a la descomposicién primaria de M’ si y sélo si existe m € M tal
que (M': m) =p.

20. Teorema de unicidad de las componentes no-sumergidas: Sea M’ un submddulo de un
mddulo noetheriano M y M' = My N---N M, una descomposicién primaria reducida. Sea p, un ideal
primo minimal entre los ideales primos asociados a la descomposicion primaria de M’'. Entonces

M; =M n M,

21. Ejercicio: Probar que los ideales primos minimales asociados a un submdédulo M’ de un médulo
noetheriano M, coinciden con los ideales primos minimales asociados al ideal anulador de M/M’.

3.4. Una descomposicién primaria candénica

1. Proposicién: Sea I = q1N---Nqy, una descomposicion primaria reducida y P, un primo asociado.
Denotemos por J la interseccion de los q; contenidos en p,. Entonces

J=ANI,
Por tanto, el ideal J no depende de la descomposicion primaria escogida.
Demostracion. Se deduce de la Proposicion [3.2.6 O

2. Corolario: Sean I =g N---Ngy, =gy N---Ngq, dos descomposiciones primarias reducidas de
primos asociados r(q;) = r(q;) = pz,. Se verifica

I=qiN--Ngj—1Ng;Ndjp1 N Ndyn

para todo j. En consecuencia, siq; son ideales p,,-primarios, y cada uno de ellos aparece en alguna
descomposicion primaria de I, entonces

I=qin-nd
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Demostracion. Reordenado, podemos suponer que q; C p,; < ¢ < j. Por la proposicién anterior
qiN---Ngj—1 =gy N---Ngj_; para todo j. Por tanto,

QN NG =g N NgG_ NaG=qin---Ng;
Cortando con q;41 N --- N, concluimos. O

3. Proposicién : Sea A un anillo noetheriano. Sea I = q1 N -+~ N gqm C A una descomposicion
primaria reducida de radicales p;,. Sea n; € N tal que priCdiy denotemos oy el ideal p, -primario
antimagen de (I, + p}) - Ay, por el morfismo de localizacion A — A,,. Entonces

[:qlm...ma?im...mqm

Demostracion. Denotemos por J la interseccién de los q; distintos de q;. Como I C o C g,

I=InJCao"NJCqNnJ=1I

luego las inclusiones son igualdades y concluimos.
O

El ideal " es el ideal de funciones de A cuyo desarrollo de Taylor de orden n; en x; coincide con
el desarrollo de Taylor de orden n; en z; de alguna funcién de I.

Procedamos a ver que entre las descomposiciones primarias de I hay una candnica. Siguiendo las
notaciones anteriores, para cada i, sea n; el minimo tal que ¢} aparezca en alguna descomposicién
primaria de I. Entonces

I=ao'N---Napm

Demos un método de calculo. Procedemos recurrentemente. Dado p, ., supongamos que ya tenemos
calculados los ', para todo p,, contenido en pz,- Reordenando, supongamos que son aft, ... ,a?ﬁ‘ll.
Entonces n; es el minimo nimero natural tal que oj* N---N a?fll N ij CI,.

Asi sucesivamente vamos determinando los n; y obteniendo la descomposicién primaria canénica

I=a"N---Napm

Del mismo modo obtenemos descomposiciones primarias candnicas para los submédulos de un
modulo noetheriano. Las demostraciones de las siguientes proposiciones se pueden copiar de sus equiv-
alentes en el caso de ideales.

4. Proposicién : Sea M’ un submddulo del mdédulo noetheriano M, M' = M; N ---N M, una
descomposicion primaria reducida, y p, un primo asociado. Sea M" la interseccion de los M| cuyos
primos asociados estan contenidos en p,.. FEntonces

M" =MnM,

Por tanto, M" no depende de la descomposicion primaria escogida.

5. Corolario: Sean M' = M;N---NM, = NyN---NN, dos descomposiciones primarias reducidas,
de primos asociados p,,. Se verifica que

M/:Mlm"'ﬂMj_lmNjﬁMj+lﬁ...ﬂMn
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para todo j. En consecuencia, si {L;}1<i<n son submédulos p,,-primarios y cada uno de ellos aparece
en alguna descomposicion primaria de M', entonces

M =Lin---NLy,

6. Proposicién: Sea M’ un submddulo de un A-mddulo noetheriano M. Sea M' = My, N ---N M,,
una descomposicion primaria reducida de primos asociados p,,. Sea n; € N tal que py estd contenido
en el anulador de M /M;. Denotemos por N; el submédulo p.,-primario antimagen de (M’ ., +pi) My,
por el morfismo de localizacion M — M,,. Entonces

M =Mn---nN,N---NM,,

Ahora, argumentando como en el caso de los ideales, obtendremos una descomposicién primaria
canénica de M’.

3.5. Problemas

1. Probar que si A es un anillo integro entonces (0) es irreducible. Probar que los ideales primos
son irreducibles.

2. Sea A = k[z,y]/(z,y)?. Escribir el ideal (0) como interseccién de ideales irreducibles ;Es el ideal
(0) un ideal primario?

3. Sea A un anillo noetheriano e I C A un ideal. Si I no es irreducible, sean I; e Iy dos ideales
que contienen estrictamente a I tales que I = I; N Is. Repitiendo este proceso con I7 e I y
asi sucesivamente, probar que este proceso termina en un nimero finito de pasos, obteniéndose
I como interseccién de un ntimero finito de ideales irreducibles.

4. Probar que en k[z,y] se cumple que (z) N (z,y)? = (x) N (y,2?) ¢Son las descomposiciones
primarias tnicas?

5. Sea m C A un ideal maximal y p C m un ideal primo tal que p € m? ;Puede ser p Nm? un ideal
primario?

6. Calcular la descomposicién primaria de 60 - Z C Z.

7. Probar que los ideales primos asociados al ideal cero de un anillo noetheriano A, son los ideales
primos de A que coinciden con el anulador de algin elemento de A.

8. Sea a un ideal con ceros aislados de un anillo noetheriano A y sea a = gqN. .. una descomposicién
primaria reducida de a. Sea m, el radical de q. Probar que ¢ = a + m," para algin exponente
r > 1. De hecho, podemos tomar r como el exponente de la primera potencia de m,A, que
esté contenida en aA,. Ademés, m," A, C aA, precisamente cuando m," Ca C A/m/ 1.

9. Calcular la descomposicién primaria de I = (zy, —y + 22 + y?) en Clx,y].

10. Calcular una descomposicién primaria reducida de los ideales

a) I=(z,y) (z,y —1) en Clz,y].
b) I = () (x,y) (x,y—1) en Clz,y].
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11. Hallar la descomposicién primaria del ideal generado en C|x,y] por las ecuaciones de:

a) Un par de rectas y una recta.
b) Una recta doble y una recta.
¢) Una cénica no singular y una recta.
d)
)

(&

Una cénica no singular y un par de rectas.

Una coénica no singular y una recta doble.

12. Calcular la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = 22 4+ 33 con la curva
y3 + 22 = 0. Es decir, calcular dim¢(Clx,y]/(y? — 2% — y3, 4> + 22))or, donde or es el origen.

13. Determinar si los siguientes sistemas de ecuaciones con coeficientes racionales son equivalentes
al sistema 22 + y% = 1, 2%y*> = 0:

1 =224 1=22—92 1= 22— 2

ot = a? 0 = 22y? 1 =22+ y?

1:m2+y2 1:z2+y2

0= (x+y+1)3(x+y—1)> O=(@+y+12%x+y—1)
1=x2+y2
O=(x+y+)(a+y—1)(z—y+1)(x—y—1)

14. En la curva plana compleja de ecuacion 22 + y? = 9, determinar si la funcién f(z,y) = (y —
3)(z — 5) divide a la funcién g(z,y) = x(y? — 16) ;divide f(x,%) a alguna potencia de g(x,y)?
Ly si sustituimos el cuerpo de los nimeros complejos por el de los nimeros racionales?



Capitulo 4

Variedades proyectivas

4.1. Introduccion

En Geometria Lineal el marco “afin” pronto se muestra excesivamente estrecho y es necesario la
introduccién de los espacios proyectivos. Lo mismo sucede en Geometria Algebraica, donde habra que
introducir el concepto de variedad proyectiva. Por poner un ejemplo de esta necesidad, digamos que
el teorema de Bézout, que afirma que dos curvas planas de grados n y m, se cortan en n - m puntos,
es un enunciado en el plano proyectivo, pues es necesario para la validez de este teorema considerar
los puntos del infinito.

Del modo maés simple, podemos decir que la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones
de un sistema de ecuaciones polindmicas en un espacio proyectivo, es decir, el estudio de las variedades
algebraicas proyectivas.

En Geometria Lineal el espacio proyectivo de dimensién n se define como el conjunto de rectas
(que pasan por el origen) de un espacio vectorial de dimensién n + 1. En Geometria Algebraica
vamos a definir de modo equivalente, a partir de A"*! = SpecClxy,...,z,], el espacio proyectivo
n-dimensional. Las subvariedades V que vamos a considerar en A"*! son las variedades homogéneas,
es decir, las que contengan para todo punto cerrado p € V' la recta que pasa por p y el origen. Asi,
las subvariedades homogéneas de dimensiéon minima serdn las rectas que pasan por el origen, que se
corresponderan con los puntos cerrados del espacio proyectivo que queremos asociarle a A",

Si p(zo,...,%n) € k[xo,...,2,] es una funcién que se anula en la variedad homogénea V', escrib-
amos p(Zo, ..., Tn) = ps(To, ..., Zn) + -+ Pm(Zo, - . ., Tn) como suma de polinomios homogéneos. Si
(ag, ..., ayn) es un punto de V', entonces también lo es (Aag,. .., Aa,), luego

0 =p(Aag,...,Aa,) = XNps(ag, ... an) + -+ AN"pm(ag,...,a,), paratodo A

Por tanto, p;(ag, . ..,a,) se anula en V', para todo i. En conclusién, V = (I)g, donde I es un ideal
generado por polinomios homogéneos. Es ficil ver el reciproco, es decir, si V= (I)o donde I es un
ideal generado por polinomios homogéneos, entonces V' es una variedad homogénea.

Denotaremos por P = Proj Clzy, . .., z,] el conjunto de ideales primos homogéneos (= generados
por polinomios homogéneos) de C[zg, ..., x,].

Si consideramos en P la topologia inducida por A"*!, entonces los puntos cerrados de P" se
corresponden con las variedades homogéneas de A"t! de dimensién minima, que son justamente las
rectas de A"t que pasan por el origen.

63
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En Geometria Proyectiva se demuestra que P™ estd recubierto por los subconjuntos U; = {rectas
de C™*! que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano x; = 0} y que éstos se corresponden con
los puntos del espacio afin A™, del modo siguiente: El morfismo

@ @
A" {2, =0} — A, (ag, ... an) — (=2, ..., =)
Q5 (67
tiene por fibras las rectas que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano z; = 0, es decir, induce
la igualdad

U; = {rectas A(«g,...,an) | @; # 0} =——= A"
Mag, ...y ap) | (82, a)

En Algebra Conmutativa, veremos que el conjunto U; = {z € ProjClzo,...,zs] que no yacen
en (z;)o} se identifica con ProjClzo, ..., 2n]s, (se dota a = de grado -1), y la composicién de los
morfismos

U1(—> An+1 — (ZL'Z)O An
(g, ..oy o) —— (52, 22)
Clzo, . .., Tple, <—C[2, ..., 2]
induce un homeomorfismo U; = ProjClzo,...,znls, = SpecC[2%,..., 7=]. Ademds se prueba que
P = UU;.
2

4.2. Espectro proyectivo

Procedamos ahora con todo rigor y generalidad.

1. Definicién: Diremos que un anillo R = @& R,, es un algebra graduada, si los R; son subgrupos
nez

de R con la suma y si para cada r; € R; y r; € Rj, entonces r; - r; € R;1;. Diremos que r; € R; es un
elemento homogéneo de grado 1.

2. Definicién: Sea R = & R, un &algebra graduada. Diremos que un ideal I C R de un &lgebra
neZ

graduada es homogéneo, si estd generado por elementos homogéneos.

3. Ejercicio: Probar que un ideal I C R es homogéneo si y sélo si I = &1, siendo I, = I N R,.
n

4. Definicién: Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal ( & R,,).
n#0

5. Definicién : Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos Proj R, al conjunto de ideales
primos homogéneos de R que no contienen al ideal irrelevante.

Evidentemente Proj R C Spec R. Consideraremos Proj R como espacio topolégico con la topologia
inicial heredada de la topologia de Zariski de Spec R. Si denotamos (f)# a los ideales primos ho-
mogéneos que contienen a f € R y escribimos f = f, + fuoi1--+ + fm, es obvio que (f)f =
(Frs- s f)B = (fo)B N 0 (fm)k. Por tanto, una base de abiertos de la topologfa de Proj R son los

abiertos
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U}l = {x € ProjR, f ¢ p,}, (f homogéneo)

6. Definicién : Llamaremos espacio proyectivo de dimensién n (sobre k) a
Py = Proj k[zo, ..., zn]

7. Definicién : Diremos que un morfismo de algebras ¢: R — R’ graduadas es un morfismo graduado
de grado m € N; si transforma funciones de grado n en funciones de grado n - m.

Si ¢: R — R’ es un morfismo graduado entonces el morfismo inducido ¢*: Spec R’ — Spec R,
aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Si suponemos que la imagen del
ideal irrelevante de R por ¢, no esta contenido en mas ideal primo homogéneo que los que contengan
al irrelevante de R’, tenemos definido un morfismo

¢*: Proj R’ — Proj R,z — ¢*(x), donde py.(z) = ¢~ ' (pz)

8. Ejemplo: Sea ¢: k[rg,z1,22] — kl[zo,z1,22], ¢(x;) = D Aijzj, de modo que det (A;;) # 0.
J

Entonces ¢ es un isomorfismo graduado de grado 1, que induce un isomorfismo ¢*: P? — P2. Diremos

que ¢ es un cambio de coordenadas homogéneo.

Si f € R es un elemento homogéneo de grado m, entonces Ry es una &lgebra graduada, diciendo
que el grado de ?—2 es n — mr, para cada g, € R,. Dejamos que el lector demuestre la siguiente
proposicién.

9. Proposicién: 1. El morfismo de localizacion R — Ry (f homogénea) es un morfismo de grado
1 que induce un isomorfismo

Proj Ry = U} = Proj R — (f)§

2. Si I es un ideal homogéneo de R entonces R/I es un dlgebra graduada homogénea, de modo que
el morfismo R — R/I es un morfismo graduado de grado 1 que induce un isomorfismo

Proj(R/I) = (I)}

Dada un algebra graduada R denotaremos por Ry a la subdlgebra de R formada por los elementos
de grado cero.
Por sencillez, supondremos a partir de ahora que R = Ry[&p, . .., &,], donde cada &; es de grado 1.

10. Teorema: Sea R = Ry[¢o, ..., &,]. Denotemos U; al abierto bdsico Proj R — (&;)t. Entonces
1. ProjR = ‘L_TjOUi.

2. U; es homeomorfo a Spec Ro[%, cee %’”]

Diremos que U; es un abierto afin de Proj R. Por tanto, el espectro proyectivo admite un recubrim-
iento por abiertos afines.

Demostracion. 1. ProjR = ‘QoUi’ ya que 60(@-)8 = (&,..., &0 =0, pues (&, ...,&,) es el ideal

irrelevante.
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2. Ro[€0/&, - - - ,&n/&] es por definicién el subanillo obvio de Ry,. La composicién de los morfismos
naturales

Proj R¢, — Spec Re, — Spec Ro[&0/&is - -+, &n/&i]

es el homeomorfismo buscado. En efecto, dicha aplicacién transforma un ideal primo homogéneo p de
Re, en el ideal primo p N Ry[€o/&is - - -, E€n/&i]; es claro que todo primo homogéneo p de R, estd deter-
minado por sus elementos homogéneos de grado cero, es decir, por p N Ry[o/&i, - - -, &n/&], luego la
aplicacién es inyectiva. Ademas, es ficil comprobar que si p’ es un ideal primo de Ro[€0/&, - - -, &n/Eils
entonces p'Re, es un ideal primo homogéneo de Rg,, y esta es la asignacién inversa. Finalmente, si
f € R es homogénea de grado n, la biyeccién anterior transforma (f)f = (f/&M)8 en (f/€7)o. Es
decir, es un homeomorfismo.

O

Si C es un cerrado de Proj R, entonces C' = (J){, donde podemos suponer que J es un ideal
homogéneo de R; de hecho el ideal I de todas las funciones de R que se anulan en C' es homogéneo
y C = (I)h. Si C es irreducible, entonces I = p, es primo (y homogéneo) y C es el cierre de = en
Proj R.

Todo subespacio de un espacio noetheriano es noetheriano. Por tanto, si R = k[&o, . . ., &,] entonces
Proj R C Spec R, es un espacio noetheriano. En particular, Proj R es unién de un ntmero finito de
cerrados irreducibles, luego Proj R = 21 U --- U Z,, siendo pg,, ..., P, los ideales primos homogéneos
minimales de R.

4.3. Dimensién en variedades proyectivas

1. Definicién: Llamaremos dimensién de Proj R al maximo de las longitudes de sus cadenas de
cerrados irreducibles, que coincide con el méximo de las longitudes de las cadenas de ideales primos
homogéneos de R que no contengan al ideal irrelevante.

SiZ; D -+ D Zy, es una cadena de cerrados irreducibles de longitud maxima de ProjR y z,, €
Uh C Proj R, entonces T1 N Ug D Ty N U& es una cadena de cerrados irreducibles en Uh Como
1a dimensién de un abierto es siempre menor o igual que la del espacio, tenemos que

S &n

dim Proj R = dlng = dim k[f g

vl

2. Definicién : Llamaremos variedad proyectiva (sobre k) al espectro proyectivo de un dlgebra grad-
uada del tipo k[, . ..,&] = k[zo,...,x,]/I, siendo I un ideal homogéneo. Es decir, una variedad
proyectiva es un cerrado del espacio proyectivo P". Si ademas es de dimensién 1, diremos que es una
curva proyectiva.

3. Proposicién: Las variedades proyectivas son catenarias.

Demostracion. Dados dos cerrados irreducibles Z; D s, sea U = Ughi un abierto afin que contenga a
. Toda cadena maximal de cerrados irreducibles de extremos T; y Zs induce, cortando con U, una
cadena maximal en U (de extremos dados). Se concluye por [2.6.16] pues U es una variedad algebraica
afin. O
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4.4. Multiplicidad y multiplicidad de interseccién

1. Definicién: Si A es una k-algebra finita. Diremos que dimj A es el nimero de puntos de Spec A
(“contando multiplicidades”).

Si C' = Speck[z1,...,z,])/I y C' = Specklxy,...,2z,]/I’ son dos curvas afines sin componentes
comunes, entonces C' N C’ = Speck(xy,...,z,]/(I + I') estd formado por un nitimero finito de puntos
cerrados 1, . .., x,. Diremos que el nimero de puntos de la interseccién de C con C’, que denotaremos

w(CNC), es dimy k[zq, ..., 2,/ (T +1').
2. Ejercicio: Calcular el niimero de puntos de corte de la recta z = 0, con la curva y3+ay+z3+1 = 0.

3. Lema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito de dimension 1. Sean f,g € A no divisores de cero. Se
cumple que

dimy A/(fg) = dimy, A/(f) + dimy, A/(g)
Demostracion. La sucesion
0— A/(f) = A/(fg) = A/(9) =0

con (g-)(a) = gay m(a) = a, es exacta. En efecto, veamos sélo la inyectividad de g-: si ga = 0, entonces
ga = fgh paraun h € A, luego a = fh y a = 0. Ahora ya es facil concluir. O

4. Proposicién : Sean C = p(x,y) =0 y C' = q(x,y) - ¢'(x,y) = 0 dos curvas planas afines sin
componentes comunes. Escribamos C1 = q(z,y) =0 y Cy = ¢'(x,y) = 0. Se cumple que el nimero de
puntos de interseccion de C con C', es la suma del nimero de puntos de interseccion de C con Ci
mds el numero de puntos de interseccion de C con Cs.

Demostracion. Denotemos A = k[x,y]/(p(z,y)). Entonces el ntimero de puntos de corte de C con C’
es dimg A/(q - ¢'), el niimero de puntos de corte de C' con C; es dimg A/(q) y el nimero de puntos de
corte de C con C es dimy A/(q"). Por el lema anterior se concluye. O

Por sencillez, vamos a suponer que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.
Escribamos Spec k[z1,...,x,)/(I +I') = {z1,...,2,}. Por 77

klzy,...,zn)/(T+ 1) = (klx1, .. xn] /(T +1)gy X o X (K[z1, .. cyzn]/(T+1))a,

Diremos que dimy (k[z1, ..., 2,]/(T+ 1)), IR (C'NC") es la multiplicidad de interseccién de C' con
o

C'enzeCndC.

5. Ejercicio: Calcular la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = 22 + y3 con la

curva y3 + 22 = 0.

6. Proposicién: El numero de puntos de corte de dos curvas, sin componentes comunes, es igual a
la suma de las multiplicidades de interseccion en cada uno de los puntos de corte de las dos curvas,
es decir,

pCnC)= > p(Cnd)
zeCncC’

Dada la curva plana afin p(z,y) = 0, escribamos p(x,y) = p.(x,y) + pra1(z,y) + -+ + Pz, y)
como suma de polinomios homogéneos. Tenemos que

T T

pria,y) =" po(1, %) =" JJ(@2 +b) = [ @y + bia)

‘x : .
i=1 i=1
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Es decir, p.(x,y) es el producto de r rectas. Diremos que estas rectas son las tangentes de p(x,y) = 0
en el origen y que la multiplicidad de C = p(x,y) = 0 en el origen es r, nimero que denotaremos
por fi(0,0)(C). Por traslaciones estas definiciones se pueden trasladar a todo punto p de p(z,y) = 0.
Si pup(C) =1 diremos que p es no singular. Si u,(C) > 1 diremos que p es singular.

Si dos curvas planas son no singulares en un punto, no es dificil demostrar que la multiplicidad de
interseccién es uno si no son tangentes en el punto y mayor que uno si lo son. En el caso de que sean
singulares, el calculo de la multiplicidad de interseccién es més dificil.

4.5. Teorema de Bézout

Sean C' = py(zg,21,22) =0y C' = pym(x0, 21, 22) = 0 dos curvas proyectivas planas, sin compo-
nentes comunes y C'N C’ la interseccién de las dos curvas planas.

Si Ugo es un abierto afin que contiene a C N C’, sean =z = i—; yy = i—o coordenadas afines y
escribamos W =pu(l,z,y) = p(z,y) y %ggfl“) =pm(l,2z,y) = q(z,y). Entonces

CnC' =CnC' NUL = Specklz,y]/(p(z,y), a(z,y))

Diremos que el anillo k[z,y]/(p(z, y), ¢(z,y)) es el anillo de funciones de C NC’, también diremos que
dimy, k[z, y]/(p(x,y), ¢(z,y)) es el nimero de puntos en los que se cortan C'y C'.
El anillo de funciones de C'N C’ no depende del abierto afin U (que contiene a C'NC”) tomado:

sea Ul otro abierto afin que contiene a C' N C’ y escribamos 2/ = 1 = 2L y o/ = ¥ = 22
1 xr o xr i)
p(a'y) = p7L(ZE()I7§1~,w2) = p(;ﬁy) yq'@.y) = p’”(IE’;f“‘”) = q(f,lf/). Se cumple que z = i—[l) es una

funcién que no se anula en ningtn punto de C N C’' N Uf;o, e igualmente 2’ = i—‘f es una funcién que
no se anula en ningin punto de C N C’' N U;‘l, luego

1. Teorema de Bézout El nimero de puntos de interseccion de dos curvas proyectivas planas
C = pn(x0,21,22) =0, C" = g (20,21, 22) = 0 de grados n y m, sin componentes comunes, es n-m.

Demostracion. La idea de la demostracion es la siguiente: Supongamos que la recta del infinito (zo)?
no pasa por C'N C’. Affnmente nuestras curvas se escribiréan p, (1, z1,z2) = 0, ¢ (1,21, 22) =0y la
interseccién es C N C’ = Specklx1, x2]/(pn(1, 21, %2), ¢m(1,z1,22)) (nOS conviene usar esta notacién
porque nos permite pensar afinmente las curvas C'y C’ como curvas en el plano zg = 1). El “cono”, en
As = Spec klxg, x1, 23], que pasa por CNC’ y vértice (0,0,0), es Spec k[zg, 21, Z2]/ (Pn(x0, 21, 22), ¢m (To, X1, T2)).
Probaremos que los planos xy = A cortan al cono en el mismo niimero de puntos. La interseccion del
cono con el plano zp = 1 es justamente C N C’. La interseccién del cono con el plano o = 0
es la interseccién de p,(zo,z1,22) = 0,29 = 0, que son n rectas que pasan por el origen, con
Gm (2o, x1,22) = 0,29 = 0 que son m rectas que pasan por el origen. En conclusién, reducimos el
problema del corte de dos curvas de grados n y m al problema del corte de n rectas con m rectas.

Por cambio de coordenadas homogéneo podemos suponer que (mo)g NCNC" = (. Tenemos que
demostrar que

dimy, kw1, 22]/(Pn (1, 21, 22), gm(1, 71, 22)) =n-m

Sea B = k[xo, 1, 2]/ (Pn (20, 71, 22), @m (20, T1, T2)).
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S .
Se verifica que B es un k[xo]-médulo sin torsién: Si p(zg) - b = 0, escribamos p(zg) = > a;x}
i=0

s
y b= > bi(xo,z1,22) (siendo los b;(xo,z1,x2) polinomios homogéneos de grado ). Entonces, z§ -
i=0

b-(xg, x1,z2) = 0. Es decir, z( serfa divisor de cero en B. Si a-xg = 0 en B, entonces a-xg = bp, + G-
Entonces, 0 = b(0, z1, 22)pn (0, 21, 22) +¢(0, 1, 22)Gm (0, 21, 22). Como p, (0, 21, 22) ¥ ¢m (0, 21, 22) son
primos entre si, ¢(0,2z1,22) € (pn(0,21,22)). Es decir, ¢ € (z9,pn), digamos ¢ = c1xg + capy. Luego
(a — c1qm)T0o = (b+ c2)pn. Como z¢ y p, son primos entre si, a — c1¢m € (pn)- Luego a € (pn, gm) ¥
o no es divisor de cero en B.

El morfismo B — B,, es inyectivo. Denotemos A = [By,]o. Sabemos que B,, = @ A - z{.
neL
Denotemos B, = @ A-zg. Obviamente, B es un k[zo]-médulo finito y como B se inyecta en B,
ne

es también un k[xp]-mddulo finito. En conclusién, B es un k[zo]-mdédulo finito sin torsién, luego libre.
Escribamos B = klzg] @ .%. @ k[zo]. Por tanto,

dimy, B/(xo) = dimy B ®p[,) k[z0]/(z0) = s = dimg B ®p[ge) k[zo] /(20 — 1)
= dimy, B/(zo — 1) = dimg k[, 2]/ (pn (1, 21, 22), g (1, 71, 22))

Asf pues, tenemos que demostrar que dimy B/(xg) = n - m.

dimy B/(wo) = dimy, k[z1, 22]/(pn(0, 21, 22), gm (0, 21, 72))

n,m n,m
= Zdimk klz1,x2)/(a;z1 + ajxe, bjzy + b;xg) = Zl =n-m
@] 1,

O

En la teorfa, un concepto pugna por emerger. Dado un espacio topoldgico, podemos hablar para
cada abierto del espacio de las funciones continuas en el abierto. Dada una variedad algebraica afin
X = Spec A, hemos visto que U, = Spec A, y hemos dicho que A, es el anillo de funciones alge-
braicas sobre U,. Parece que podriamos decir que en las variedades algebraicas, como en los espacios
topoldgicos, podemos hablar de las funciones algebraicas en cada abierto de la variedad. Es decir,
cuando escribimos X = Spec A, en realidad tenemos en mente la pareja (Spec A, A), y para cada
abierto U,, la pareja (U,, A,). Dada un variedad proyectiva, X = Projk[1, ..., &,], hemos visto que
Ug = Spec k[g—l, cey %”] y podriamos decir que k[g—l, ey %”] es el anillo de funciones algebraicas sobre
Ufh De nuevo, parece que podriamos decir, para cada abierto de X, cudles son las funciones alge-
braicas en el abierto. Este va a ser el hecho nuclear en la definicién de variedad algebraica (afin o no)
que debemos explicitar con detalle y rigor. Para ello, se necesitan los conceptos de haces y espacios

anillados, que se estudiardn en cursos posteriores.

4.6. Problemas

1. Probar que el morfismo k[z] — k[x,y]/(p(x,y)) es finito si y sélo si la curva p(z,y) = 0 no tiene
asintotas verticales.

2. Calcular las asintotas imaginarias de la circunferencia 22 4+ 2 = 1.

3. Probar que el conjunto de rectas que pasan por un punto (“haz de rectas”) del plano afin se
corresponde con el conjunto de puntos racionales de una recta proyectiva.
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4. Probar que el conjunto de cénicas que pasan por cuatro puntos no alineados del plano afin se
corresponden con los puntos racionales de una recta proyectiva.

5. Probar que el conjunto de cénicas que pasan tres puntos no alineados del plano afin y es tangente
en uno de ellos a una recta fijada que pasa por el punto se corresponden con los puntos racionales
de una recta proyectiva.

6. Probar que el conjunto de curvas de grado n de P? se corresponden con los puntos racionales
de un espacio proyectivo.

7. Probar que el conjunto de curvas afines de grado menor o igual que n de A? se corresponden
con los puntos racionales de un abierto de un espacio proyectivo.

8. Se dice que en general los puntos de una variedad algebraica irreducible cumplen una propiedad
si existe un abierto de la variedad cuyos puntos cumplen la propiedad. Probar que en general
las curvas planas afines de grado n son irreducibles.

9. Demostrar que en general las matrices cuadradas son invertibles. Sean A y B dos matrices
cuadradas de orden n, probar que ca.p(x) = c¢p.a(z).

10. Demostrar que Ro[%, cee %"] ~ Rol&o,..-,&]/(& — 1) ¥ que por tanto, Ugl ~ (& —1)o. Probar
que Ug x (A' — {0}) = Ug,. Dar una interpretacién geométrica de estos resultados.

11. Demostrar que el conjunto de puntos cerrados de P*(C) = ProjClxog,...,Tn4+1] es biyecti-
vo con el conjunto C"* — {0}/ ~, donde (o, ..., an) ~ (af,..., o) si (f,...,al) =
)\(0407 s 7an+1)'

12. Sea

p1(zo,. .., xn) =0

pT('rOv s 71'77,) =0
un sistema de ecuaciones homogéneas k-algebraicas y X el cierre algebraico de k(y1,...,yn). En
el conjunto X de todas las soluciones sobre X no nulas establezcamos la relaciéon de equivalencia
~ (Aos ey An) ~ ([0 -, Hin) sl existe a € Xy 7 € Autp_qy(X) tal que (Ao,...,A\n) = a-
(t(p0), - - -, 7(1tn)). Probar que la aplicacién

X/ ~o—s Pr0j k[0, -, a /(D1 - 1)

que asigna a cada clase (Ag, ..., \,) el ideal de funciones que se anulan en t - (Ao, ..., \,), para
todo t, es biyectiva.

13. a) Escribir las ecuaciones de la curva proyectiva plana ProjC[zg, x1,22]/(z3 + 23 + 22) en

cada uno de los abiertos “afines”, complementario del cerrado (z;)% (“deshomogeneizar”).
b) Demostrar que el epimorfismo C[zg, 21, x2] — Clxg, z1,22]/(x% + 2% + 23) define una in-
mersién cerrada Proj Clzg, x1, 2]/ (23 + 22 + 23) — P?

¢) Definir una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la curva plana
“affn” y + 22 = 0. {Corta la recta * = 0, a la curva y + 22 = 0, en algtin punto del
“infinito”?
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14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.

23.

24.

Demostrar que la recta tangente a una curva de P? de ecuaciones homogéneas p(zg, z1, z2) = 0
en un punto (g, a1, @) no singular es

8p(3307 T1, 352)
8%0

ap($07 X1, Z‘Q)
8301

6]’(900, T1, 332)

X
(ap, a1, 00) X0 + O

(a07a17 al)Xl + (OZO,(Xl, OéQ)XQ - O

Probar que dim Proj k[o, . . ., &) = (dim Spec k[o, - . ., &]) — 1.

Si X e Y son dos subvariedades proyectivas de P, y codim X + codimY < n, probar que
X NY # 0y que se cumple que

codim X 4+ codimY > codim X NY

Sea f € k[&o, - .., &) una funcién homogénea de grado mayor que cero y X = Projk[&,...,&,].
Demostrar que
dim(f)h > dim X — 1

6

Parametrizar la curva 25 — 22> — ¢ = 0. Calcular sus soluciones racionales.

Sea C' la ctibica plana y? = 22 + 23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al — C,z=1t>—1,y = t3 —t. Calcular el 4rea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? = 22 + 28,

Probar que si una cénica tiene un tinico punto singular entonces no es irreducible.
Probar que si una cibica plana tiene exactamente dos puntos singulares no es irreducible.

Probar que si una cudartica plana tiene exactamente cuatro puntos singulares entonces no es
irreducible.

Probar que (0,0), (2,0), (0,2) son puntos singulares de la cudrtica plana xy(z +y — 2) — (22 +
y? — 2x — 2y)? = 0 ;Existen mds puntos singulares? Parametrizar esta cudrtica (mediante un
haz de cénicas).

Justificar por qué las circunferencias 22 + y?> — 1 =0, 22 + y?> — 2 = 0 han de ser tangentes en
algin punto del infinito, sin hacer el cdlculo explicito de sus tangentes en los puntos del infinito.
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Variedad algebraica afin, [43]
Variedad proyectiva, [66]
Variedad racional,
Variedad reducida,
Variedades catenarias,
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